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微 积分 学 , 或 者 数学 分 析 , 是 人 类 思维 的 伟大 成 果 之 
一 。 它 处 于 自然 科学 与 人 文科 学 之 间 的 地 位 ， 使 它 成 为 
高 等 教育 的 一 种 特别 有 效 的 工具 。 遗憾 的 是 , 微 积 分 的 
教学 方法 有 时 流 于 机 械 ， 不 能 体现 出 这 门 学 科 乃 是 一 种 
撼 人 心灵 的 智力 奋斗 的 结晶 ;这 种 奋斗 已 经 历 了 两 千 五 
百 多 年 之 入， 它 深 深 扎 根 于 人 类 活动 的 许多 领域 , 并 且 ， 
只 要 人 们 认识 自己 和 认识 自然 的 努力 一 日 不 止 ， 这 种 奋 
斗 就 将 继续 不 已 。 凡 要 真正 懂得 科学 的 力量 和 全 狐 的 教 
师 . 学 生 或 学 者 , 对 这 门 知 识 的 现状 是 历史 发 展 的 结果 这 
一 点 ,都 必须 有 所 了 解 。 事 实 上 , 在 科学 的 教学 法 中 对 教 
条 主义 的 抵制 ， 己 引起 对 科学 史 日 益 增长 的 兴趣 。 近 几 
十 年 来 , 对 于 一 般 科 学 , 特别 对 于 数学 , 在 探索 它们 的 历 
史 根 源 方面 ,取得 了 成 绩 斐然 的 进步 。 

本 书 有 孝 得 以 再 版 ， 它 对 弄 清 微 积 分 概念 自古 至 今 
如 何 逐 步 发 展 起 来 这 一 点 , 作出 了 重要 的 贡献 ; 并 且 , 它 
对 这 个 引人入胜 的 内 容 ， 作 了 前 后 呼应 、 流 畅 易 读 的 叙 
述 。 本 书 , 数学 教师 都 应 人 手 一 册 ; 这 样 必 将 对 数学 教学 
的 健康 改革 产生 强烈 的 影响 。 

纽约 大 学 研究 院 数 学 系 主 任 
且 " 柯 溉 
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约 在 十 年 前 , 哥伦比亚 大 学 的 弗 雷 德里 克 ' 巴 里 教授 
对 我 谈 起 , 迄今 还 没有 一 本 令 人 满意 的 微 积 分 史 。 当时 
我 因 有 其 它 任务 , 准备 也 不 充分 , 没有 能 把 这 一 建议 付 庄 
实行 。 但 我 通过 近年 来 的 一 些 研究 ， 更 进一步 证 实 了 他 
的 看 法 。 确 实 , 关于 微 积分 的 起 源 以 及 有 关 的 内 容 , 材料 
并 不 缺乏 ， 本 书 附 录 的 参考 书目 就 是 一 个 明证 。 我 们 所 
急需 的 ， 是 对 这 门 学 科 的 基本 观念 的 由 来 一 一 从 古代 的 
发 祥 直 到 最 后 用 每 个 学 过 现代 数学 分 析 原 理 的 学 生 所 部 


论 性 的 盖 述 。 著 者 是 前 的 工作 就 是 试图 在 某 种 程度 上 弥 
补 这 种 不 足 之 处 。 对 基础 微 积 分 的 整个 历史 的 权威 性 的 、 
综合 性 的 论述 , 固然 很 有 需要 ; 但 这 种 抱负 很 大 的 计划 是 
远 远 超出 本 书 的 范围 和 宗旨 之 外 的 。 这 本 书 不 是 一 本 面 
面 俱 到 的 微 积分 史 ， 而 是 关于 基础 概念 发 展 的 一 个 带 有 
启发 性 的 纲要 。 这 样 做 ,对 学 数学 的 学 生 和 研究 思想 史 
方面 的 学 者 , 应 该 都 是 不 无 神 益 的 。 因 此 , 我 的 目的 始终 
是 力求 解释 清楚 , 而 不 是 罗列 一 大 堆 无 所 不 包 、 杂乱 烦琐 
的 细节 , 也 不 是 炫耀 多 儿 必 较 的 渊博 。 这 样 , 就 必须 对 这 
些 材 料 作出 恰如其分 的 选择 和 玫 达 ， 使 之 保持 思想 的 连 
贯 性 , 而 又 不 致 晒 牲 历 史 的 准确 性 和 观点 。 


书 末 附 有 为 数 可 观 的 书目 ， 包 括 所 有 正文 中 曾 加 引 
用 的 著作 ， 因 而 在 脚注 中 似 可 不 必 详 引 。 现 在 脚注 中 仅 
列 作者 和 作品 名 称 一 一 有 时 是 略 写 的 ; 书 名 用 斜体 字 , 其 
刊 文章 名 称 用 罗马 字体 并 加 引号 *。 我 想 把 材料 来 源 开 
列 出 来 ,也许 对 进一步 研究 微 积分 史 会 有 所 促进 。 

多 承 巴 里 教授 的 启发 和 鼓励 ， 这 项 研究 工作 才 得 以 
规划 和 完成 。 巴 里 教授 以 其 在 科学 史 方 面 的 博 闻 强 识 ， 
在 本 书写 作 过 程 中 曾 予 以 大 力 协助 , 提出 了 宝贵 的 意见 。 
哥伦比亚 大 学 的 工 - 桑 戴 克 教授 惠 予 审阅 中 世纪 的 贡献 
一 章 , 并 提出 中 肯 的 批评 。 哥 伦比 亚 大 学 的 工 ' 有 " 沙 斯 洛 
夫 教授 . 密 执 安 大 学 的 工 .Q. 卡 宾 斯 基教 授 和 布鲁克 林学 
院 的 开 .R. 麦 克 内 宵 教 授 也 都 曾 披 阅 原稿 ， 提 出 了 极 有 
价值 的 帮助 和 建议 。 波 耶 夫 人 始终 是 这 项 工作 热诚 的 支 
持 者 和 促进 者 , 并 不 辞 劳 苦 地 担当 了 全 部 打字 工作 。 附 
录 是 哥伦比亚 大 学 出 版 社 编纂 的 。 最 后 ,美国 学 界 委员 
会 拨款 资助 , 承担 了 出 版 经 费 , 才 使 本 书 得 以 问世 。 对 于 
所 有 这 些 帮 助 本 书 的 准备 与 出 版 的 人 , 谨 志 诚 垫 的 谢意 。 

卡尔 "也 波 耶 


布 音 克 林学 院 
1939 年 月 3 日 


”译本 中 对 原 书 的 脚注 只 选 译 一 部 分 ， 对 书 名 用 《 > 号， 文章 名 称 用 
“?” 号 。 一 一 译 者 
鲁 马 和 


第 二 次 付 印 序言 


看 到 一 本 关于 微 积分 历史 的 著作 应 迫切 需要 而 再 次 
付 印 ; 是 令 人 高 兴 的 事 。 看 来 这 是 一 个 证 据 , 说 明 学 术 界 
正 日 益 意 识 到 对 科学 和 数学 需要 有 一 种 广泛 的 见解 。 虽 
然 这 些 年 来 工程 技术 上 有 了 惊人 的 成 就 ， 可 是 人 们 感受 
最 深 的 是 。 科 学 不 仅 是 生活 的 工具 ， 也 是 一 种 思想 的 习 
惯 ， 而 数学 则 不 仅 是 一 大 堆 算法 ， 也 是 文化 的 一 个 组 成 
部 分 。 这 些 学 科 的 历史 决 不 能 取代 实验 室 的 工作 或 专门 
技术 的 训练 ， 但 它们 能 有 效 地 改善 人 文科 学 与 自然 科学 
之 间 一 贯 互 不 通气 的 情况 。 对 于 提高 专业 人 员 的 文化 修 
养 , 使 之 具有 和 他 们 的 学 科 相 称 的 常识 , 数学 中 与 科学 中 
也 许 能 发 挥 更 大 的 作用 。 熟 悉 其 专业 历史 背景 的 学 者 ， 
对 于 初学 者 所 极 易 体 验 到 的 那 种 好 象 大 局 已 定 的 感觉， 
大 多 是 不 会 苟同 的 。 别 的 上 且 不 说 , 仅仅 为 了 这 个 理由 , 如 
果 未 来 的 教师 们 都 能 不 仅 懂得 本 专业 的 内 容 ， 而 且 还 知 
道 它 的 历史 发 展 , 这 应 是 明智 的 。 

这 次 付 印 , 正文 中 个 别 小 错 已 予 改正 。 假 如 再 版 , 理 
应 有 更 多 的 改动 。 但 即使 那样 一般 性 的 叙述 或 观点 并 
不 会 有 实质 性 的 改变 ， 不 过 ， 由 于 本 .了 . 派 斯 特 (* 阿 其 
篇?，1940 年 , 眷 XXII， 第 199--203 页 ) 、J* 了 . 柯 亭 
(《 依 西 思 ?，1940 年 ， 卷 XXXTILE， 第 205 一 210 页 ) 以 及 

人 


其 他 诸 人 , 已 有 不 少 高 明 的 评论 , 再 版 时 本 书 的 论据 将 根 
据 他 们 提供 的 思路 表达 得 更 清晰 些 。 也 将 增添 部 分 参考 
书目 ,其 中 特别 值得 提出 的 是 4. 卡 斯 丹 努 优 的 《近代 微 
积分 的 起 源 》( 波 洛 尼 亚 ，1938 年 ) 。 这 本 书 几 平和 本 书 
同时 出 版 ， 这 位 著名 几何 学 家 对 近代 的 情况 提供 了 更 丰 
富 的 材料 。 

著者 近年 来 在 写 一 本 关于 解析 几何 历史 的 小 册子 ， 
业已 脱 稿 ,不 久 将 由 《数学 文 从 ?协助 出 版 。 

《 微 积 分 概念 史 > 脱销 已 逾 六 年 之 久 。 这 次 付 印 应 归 
功 于 瓦 ' 阿 克 赛 罗 得 和 ML.N-. 赖 特 。 由 于 他 们 的 倡议 , 本 
书 得 以 再 次 付 印 。 著 者 在 此 说 向 他 们 致谢 。 承 蒙 R' 柯 朗 
教授 为 这 次 付 印 写 了 前 言 ,著者 深 为 铭 感 。 

卡尔 。 吕 . 波 耶 
1949 年 上 月 27 日 
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至 少 近 二 千 五 百年 来 ， 数 学 是 人 类 智力 训练 和 精神 
遗产 的 一 个 有 机 组 成 部 分 。 然 而 在 这 漫长 的 年 代 中 ， 关 
于 数学 的 本 质 仍 然 众 说 纷 纸 ， 对 数学 并 无 一 个 公认 的 定 
在 观察 自然 界 的 过 程 中 ， 古 代 巴 比 伦 人 和 埃及 人 积 
累 了 一 套数 学 知识 , 并 用 以 作 进 一 步 的 观察 。 泰勒 斯 大 
概 已 经 引进 了 演绎 的 方法 ， 早 期 毕 达 襄 拉 斯 学 派 的 数学 
则 肯定 是 以 演绎 推理 为 其 特色 的 。 毕 达 哥 拉 斯 学 派 和 柏 
拉 图 都 注意 到 ， 演 绎 推理 所 得 的 结果 跟 观 察 的 结果 或 归 
纳 推理 所 得 的 结果 非常 符合 。 他 们 无 法 用 别 的 方法 去 说 
明 这 种 符合 , 于 是 就 认为 , 数学 万 是 对 于 自然 界 和 宇宙 中 
内 在 的 终极 .永恒 的 实在 的 研究 , 而 并 非 逻 辑 学 的 一 个 分 
支 或 科学 、 技 术 的 一 种 工具 。 他 们 认为 对 数学 原理 的 认 
识 , 必定 先 于 任何 对 经 验 的 确切 解释 。 反 映 这 种 观点 的 ， 
有 上 毕 达 哥 拉 斯 的 名 言 : 万 物 皆 数 ; 还 有 据 传 为 柏拉图 的 租 
” 言 : 廿 帝 常 以 几何 学 家 自居 。 

确实 , 后 来 希腊 的 怀疑 论 者 提出 过 疑问 : 不 论 由 理性 
或 由 经 验 ,， 究竟 能 否 得 到 这 样 绝对 性 的 知识 ? 但 与 此 同 
时 , 亚 里 士 多 德 学 派 指出 , 通过 观察 和 逮 辑 推理 ,人 们 至 
少 能 得 到 与 现象 相符 的 说 明 。 到 了 欧 儿 里 得 ， 数 学 终于 
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成 为 一 种 演绎 关系 的 理想 模式 。 它 从 一 些 跟 观 察 中 归纳 
出 来 的 结论 完全 符合 的 公设 导出 ， 对 解释 自然 界 是 有 所 
神 益 的 。 

流行 于 中 世纪 的 经 院 派 观点 ， 认 为 宇宙 是 “井然 有 
序 ? 而 易于 理解 的 。 在 十 四 世纪 ,人们 清楚 地 认识 到 , 遂 
盘 派 关于 运动 和 变化 的 定性 观点 ， 可 以 更 好 地 被 定量 的 
研究 所 替代 。 这 两 种 观念 , 随 着 柏拉图 观点 的 再 度 风 摩 ， 
约 在 十 五 .十 六 世纪 又 促成 了 下 述 信念 的 复活 : 数学 是 以 
某 种 方式 独立 于 且 先 于 经 验 的 直观 的 知识 。 这 种 观念 表 
现在 库 萨 的 尼 古 拉 、 开 普 勒 和 伽利略 的 思想 中 , 在 某 种 程 
度 上 也 表现 在 利 奥 那 多 . 达 . 芬 奇 的 思想 中 。 

数学 是 宇宙 结构 的 基础 这 个 观念 ,十 六 、 十 七 世纪 时 
又 有 所 变化 。 在 数学 中 引起 这 种 变化 , 是 由 于 对 早 在 十 
三 世纪 就 已 经 从 阿拉 伯 传 入 ， 后 来 在 意大利 得 到 了 进 一 
步 发 展 的 代数 不 那么 审慎 而 更 侧重 于 实用 的 结果 。 在 自 
然 科学 中 , 这 种 变化 是 由 实验 方法 的 产生 所 引起 的 。 这 
样 , 销 卡 儿 、 波 义 耳 等 人 所 谓 的 数学 的 确切 性 , 就 应 解释 
为 包含 于 数学 的 推理 论证 特点 之 中 的 一 致 性 ， 而 并 非 任 
何 本 体 论 上 先 验 的 需要 所 含有 的 一 致 性 。 

十 八 世纪 在 科学 和 数学 问题 中 应 用 了 微 积分 所 取得 
的 辉煌 的 成 功 ， 使 人 们 把 注意 力 首先 放 在 运算 ， 而 不 放 
在 研究 数学 的 基础 上 。 但 到 十 九 世 纪 ， 人 们 力图 为 新 的 
无 限 小 分 析 中 的 有 关 概 念 寻找 一 个 令 人 满意 的 基础 ， 这 
种 坚持 不 懈 的 努力 , 带 来 了 一 种 更 富 于 批判 精神 的 态度 。 
数学 的 严格 性 又 提 上 了 日 程 ; 人 们 发 现 , 欧 几 里 得 的 公设 
并 非 如 康德 所 主张 的 那样 是 绝对 的 综合 判断 ， 而 只 不 过 
e 吕 。 


是 一 些 假设 。 这 种 作为 推理 根据 的 前 提 ， 可 以 随心 所 欲 
地 自由 选取 一 一 唯一 的 要 求 是 它们 彼此 之 间 相 协调 一 一 
它们 甚至 可 以 跟 感 党 上 显而易见 的 事实 相 矛 盾 。 到 了 十 
九 世纪 末 ， 由 于 数学 分 析 的 算术 化 倾向 ， 人 们 进一步 看 
到 , 先 于 一 切 直 观 或 分 析 的 无 限 性 概念 , 可 以 引进 数学 中 
而 无 损 于 闻 辑 的 相 容 性 。 

倘 使 数学 的 假设 是 完全 独立 于 感觉 世界 之 外 的 ， 倘 
使 它 的 原理 是 超出 一 切 经 验 之 上 的 , 那 末 , 这 门 学 科 充 
其 量 不 过 是 纯粹 的 形式 逻辑 ， 甚 至 会 流 于 符号 上 的 同 义 
反复 。 数 学 形式 符号 化 和 算术 化 的 趋势 , 在 连续 性 的 研究 
上 取得 了 引 人 瞩 目的 进展 , 但 也 引出 了 一 些 棘 手 的 悖 论 。 
这 就 激 起 人 们 更 大 的 兴趣 , 去 探讨 数学 的 本 质 ; 诸如 数学 
在 智力 生活 中 的 地 位 和 范围 , 其 原理 和 公设 的 心理 根源 ， 
其 命题 的 录 辑 力量 以 及 解释 感性 世界 的 可 靠 性 。 

数学 是 量 的 科学 或 者 空间 与 数 的 科学 的 这 种 旧 观 
念 , 在 很 大 程度 上 销 声 荞 迹 了 。 人 们 意识 到 , 朴素 的 空间 
直观 会 导致 种 种 矛 盾 , 这 个 事实 推翻 了 康德 的 公设 观 。 但 
尽管 如 此 , 数学 家 要 受 外 部 感性 世界 的 引导 , 虽然 并 不 受 
它 的 支配 。 连续 性 的 数学 理论 发 源 于 直接 经 验 ,， 但 最 终 
为 数学 家 采用 的 连续 统 定义 ， 却 超越 于 感官 的 想象 力 之 
上 。 从 这 一 点 出 发 , 数学 上 的 形式 主义 者 认为 , 既然 在 数 
学 的 定义 和 前 提 中 不 必用 到 直观 ， 那 就 没有 必要 去 解释 
公理 ， 也 没有 必要 去 考虑 诸如 有 关 的 对 象 和 关系 的 本 质 


@@ 伯 特 兰 ' 罗 素 曾 利用 这 种 进退 维 谷 的 境况 ， 很 滑稽 地 将 数学 定义 为 
“我 们 既 不 知道 自己 在 讲 些 什么 , 也 不 知道 讲 得 对 不 对 的 一 门 科学 ”。 见 < 数 
学 原理 近 作 >, 第 84 页 。 
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等 问题 。 不 过 ， 直 观 主义 者 仍 坚持 有 关 的 数学 符号 应 该 
表达 一 定 的 思想 .@ 数学 法 则 何以 会 具有 无 可 争辩 的 精 
确 性 , 在 这 个 问题 上 虽然 有 两 种 (或 更 多 种 ) 观点 , 但 只 要 
承认 一 点 , 即 数学 概念 纵然 不 是 由 直观 所 定义 , 却 是 由 直 
观 所 提示 的 ， 那 末 就 不 难 解释 为 什么 数学 演绎 论证 的 结 
果 总 是 跟 经 验 归纳 所 得 的 结果 如 此 相符 了 。 导 数 和 积分 
的 源泉 ， 列 伏 于 自然 界 两 个 最 明显 的 属性 一 一 多 样 性 和 
可 变性 之 中 ， 但 它们 最 后 还 是 在 无 限 元 素 序列 的 极限 这 
个 基本 概念 的 基础 上 ， 作 为 数学 的 抽象 而 定义 的 。 如 果 
追溯 一 下 整个 发 展 过 程 ， 就 很 容易 理解 到 这 些 观 念 对 于 
解释 自然 界 的 力量 之 大 和 生命 力 之 旺盛 。 

当 古 希腊 数学 家 试图 用 他 们 视 为 离散 的 数 ， 来 表示 
跟 线 段 (他 们 模糊 地 感到 线段 是 连续 的 ) 的 比 或 比例 有 关 
的 直观 观念 时 ， 碰 到 了 逻辑 上 的 困难 ， 这 就 孕育 了 微 积 
分 的 发 生 。 它 几 乎 是 立刻 就 跟 逻 辑 上 不 能 令 人 满意 (而 
直观 上 却 很 诱 人 ) 的 无 限 小 概念 交织 在 一 起 了 。 古 希腊 
人 以 其 思想 的 严谨 性 , 从 几何 的 证 明 中 排除 无 限 小 , 而 代 
之 以 方法 略 胜 但 相当 繁 完 的 穷竭 法 。 对 变化 问题 ， 希腊 
科学 家 没有 从 定量 方面 去 着 手 。 企 图 用 以 避 开 芝 诺 疑难 
中 的 那些 困难 ， 一 如 穷竭 法 之 对 于 几何 学 那样 给 运动 学 
另 壁 途径 的 方法 ， 毕 竟 没 有 能 够 发 展 起 来 。 对 于 变化 性 
问题 的 定量 研究 ， 直 到 十 四 世纪 才 由 经 院 派 哲 学 家 开始 
进行 。 他 们 所 用 的 方法 主要 是 辩证 的 ， 但 也 借助 于 图 形 
的 说 明 。 这 种 研究 方法 ， 为 十 七 世纪 解析 几何 和 变量 的 
系统 表示 法 的 产生 提供 了 可 能 性 。 

@ 布 劳 威 尔 : “直观 主义 与 形式 主义 ”。 
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这 种 新 型 分 析 方法 的 应 用 和 启 人 思绪 的 无 限 小 的 灵 
活 运用 , 以 及 数 的 概念 更 为 广泛 的 应 用 , 很 快 就 导致 了 牛 
顿 和 莱 布 尼 茨 的 计算 方法 ,， 那 就 是 微 积分 。 但 即使 在 这 
个 阶段 ， 对 这 门 学 科 的 逻辑 基础 ， 仍 然 缺 乏 清晰 的 观念 。 
十 八 世纪 时 , 人 们 力图 找到 这 个 基础 , 结果 虽 则 在 这 一 点 
土 收效 甚 微 ， 却 大 大 地 把 微 积分 从 连续 运动 和 几何 量 的 
直观 中 解放 了 出 来 。 十 九 世 纪 初 ， 导 数 祷 念 成 了 基本 的 
出 发 点 ， 随 着 在 下 半 世 纪 所 建立 的 数 及 连续 统 的 严格 定 
义 ,一 个 坚实 的 基础 业已 完成 。 将 近 两 千 五 百年 来 , 人 们 
一 直 试 图 解释 清楚 对 于 连续 性 的 那 种 模糊 的 、 本 能 的 感 
觉 究竟 是 什么 。 通 过 这 种 努力 , 终于 达到 了 精确 的 概念 ， 
它们 是 从 逻辑 上 定义 出 来 的 ， 但 表示 了 超越 于 感觉 经 验 
世界 之 上 的 推断 。 经 过 审慎 的 考虑 之 后 , 直观 , 即 似乎 无 
法 适当 表达 出 来 的 对 经 验 要 素 的 所 谓 直 接 的 认识 ， 终 于 
被 严谨 明确 的 、 抽 象 的 理性 概念 所 取代 , 这 种 理性 概念 对 
科学 与 数学 的 思维 经 济 是 大 有 神 益 的 。 

微 积分 的 基本 定义 , 即 导数 与 积分 的 定义 , 现在 的 微 
积分 教科 书 中 叙述 得 如 此 清楚 ， 要 掌握 有 关 的 运算 也 如 
此 不 费力 ， 以 致 我 们 很 容易 忘记 这 些 基 础 定义 发 展 起 来 
的 困难 。 对 于 作为 一 门 知识 基 础 的 基本 概念 ， 要 能 具有 
一 种 清晰 .恰当 的 理解 , 往往 要 在 它 的 发 展 过 程 的 较 后 阶 
段 才 办 得 到 。 微 积分 就 是 最 好 的 例证 。 微 积分 的 法 则 ， 
一 开始 就 显得 叙述 精确 .应 用 自如 , 这 在 一 定 程度 上 反而 
使 得 数学 家 们 对 于 这 门 学 科 的 逻辑 发 展 所 需要 的 细致 工 
作 视 而 不 见 。 他 们 只 是 力图 胃 传 统 的 、 从 空间 直观 发 展 
而 来 的 几何 与 代数 的 概念 , 来 建立 微 积分 。 但 到 十 八 世 
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纪 , 要 想 系统 阐述 微 积分 基本 概念 时 , 无 法 回避 的 困难 越 
来 越 明 显 , 于 是 , 谈论 “ 微 积分 的 形而上学 ”的 风尚 就 时 行 
了 起 来 ; 言 下 之 意 是 , 要 对 征 积 分 基础 作出 令 人 满意 的 说 
明 , 数学 已 无 能 为 力 了 。 士 九 世纪 , 由 于 使 用 了 精确 的 数 
学 术语 , 微 积分 基础 观念 终于 得 到 了 澄清 , 于 是 数学 家 们 
在 自然 界 具 体 事物 的 直观 ( 它 也 许 殖 伏 在 几何 与 代数 之 
中 ) 和 冥想 的 心灵 内 省 ( 它 也 许 是 在 超 验 的 形而上学 上 萌 
发 的 ) 之 闻 就 找到 了 一 条 安全 的 航道 。 导数 概念 在 其 整 
个 发 展 过 程 中 ， 就 这 样 摇摆 于 速度 这 个 科学 上 的 现象 和 
运动 这 个 哲学 上 的 纯 理 性 概念 之 间 。 

积分 学 的 历史 也 相仿 。 一 方面 ， 它 在 许多 场合 都 可 
以 用 近似 值 或 误差 抵偿 的 实证 论 想法 来 加 以 解释 一 一 这 
两 种 观点 是 基于 科学 测量 中 所 许可 的 近似 性 和 一 般 通 用 
的 迭 置 效应 理论 之 上 的 。 另 一 方面 ,从 唯心 论 的 形 而 上 
学 出 发 ， 同 时 又 可 以 认为 ， 它 说 明了 在 有 限 的 感知 之 外 ， 
另 有 一 个 超 验 的 无 限 存在 ， 人 类 的 经 验 和 理性 只 能 可 望 
而 不 可 即 地 去 无 限 接近 它 。 只 是 由 于 导数 和 积分 一 在 
上 一 世纪 一 一 得 到 了 数学 定义 的 精确 性 ， 它 们 才能 维持 
其 作为 抽象 概念 的 独立 自主 的 地 位 ， 这 种 抽象 概念 或 许 
是 来 源 于 物理 的 叙述 和 形而上学 的 解释 ， 但 并 不 依赖 于 
这 样 的 叙述 和 解释 。 

在 这 里 ， 来 讨论 一 下 这 些 概念 由 之 而 来 的 直观 和 思 
辨 以 及 它们 最 后 的 严格 公式 化 ， 或 许 还 是 一 件 值得 做 的 
事 。 这 会 帮助 我 们 对 于 目前 导数 和 积分 概念 的 精确 性 有 
一 个 鲜明 的 印象 ， 从 而 对 整个 发 展 过 程 的 来 龙 去 脉 有 一 
个 清晰 的 认识 。 
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导数 是 用 以 表示 曲线 或 函数 在 一 点 的 性 质 的 数学 工 
具 ， 因 此 ， 它 跟 科 学 上 的 运动 物体 的 瞬时 性 质 ， 璧 如 说 
该 物体 在 任 一 时 刻 的 速度 , 是 相似 的 。 在 科学 中 , 考察 革 
一 时 间 区 闻 的 平均 速度 时 ， 可 定义 它 为 这 段 时 间 内 通过 
的 路 程 对 于 该 时 间 区 闻 的 变化 率 。 这 个 变化 率 可 以 很 方 
便 地 记 作 爷 。 既然 科学 的 法 则 要 在 感觉 的 基础 上 方 能 


归纳 , 年 看 起 来 , 在 科学 上 似乎 根本 不 可 能 有 什么 瞬时 速 
度 , 即 路 程 与 时 间 区 间 都 为 零 的 速度 。 感 觉 无 从 感知 , 因 
而 科学 也 无 从 测量 位 置 或 时 间 的 乌有 的 变化 。 感 觉 器 官 
的 能 力 为 感觉 下 界 所 限 , 虽 所 以 从 科学 观察 的 角度 来 看 ， 
只 要 距离 和 相应 的 时 间 区 间 小 到 低 于 测量 中 的 感 党 下 
界 , 从 而 无 法 辨认 时 , 运动 和 速度 就 都 无 从 谈 起 一 一 更 不 
用 说 假定 时 间 区 疗 为 零 的 情况 了 。 

另 一 方面 , 假如 把 通过 的 路 程 看 作 所 费时 间 的 函数 ， 
在 数学 上 把 它们 的 函数 关系 表示 为 方程 s=jOD ,那么 对 


于 抽象 的 差 商 毕 而 言 ， 就 不 复 存在 什么 感觉 下界 了 。 


不 管 时 间或 路 程 的 区 间 多 人 么 微小 ， 这 个 式 子 在 数学 上 总 
是 有 意义 的 一 -当然 ,只 要 时 间 区 间 不 为 零 。 在 数学 上 ， 
连续 量 无 最 小 区 闻 可 言 一 -对 路 程 和 时 间 都 可 作 如 是 
观 ， 因 为 显然 并 无 不 作 如 是 观 的 理由 。 要 想 作 出 能 跟 数 
学 的 整体 相 一 致 的 所 谓 无 限 小 的 最 小 量 的 逻辑 定义 的 种 
种 努力 , 都 失败 了 。 然 而 , 瞬时 速度 ” 这 个 词 , 看 来 指 的 
是 时 间 区 闻 不 止 是 任意 之 小 ， 而 确 确 实 实 是 零 。 这 样 一 
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来 ， 这 个 词 所 指 的 正好 是 数学 上 无 论 如 何不 能 容许 的 情 
况 , 因为 零 不 能 作 除 数 。 
”导数 这 个 基于 极限 思想 的 概念 引进 后 ， 解 决 了 上 述 


的 困难 。 在 考察 一 系列 的 差 商 值 务 时 ， 数 学 上 完全 可 
以 无 限制 地 不 断 把 区 间 取 得 任意 小 。 这 样 就 得 到 一 个 无 
限 序列 ra ra ra …， rm (一 系列 比值 第) 该 序列 


有 可 能 是 这 种 情况 ， 区 间 愈 小 , 比值 ” 就 愈 趋 近 某 一 定 
值 忆 且 当 郊 取得 充分 大 时 ， 差 刀 一 ra| 可 以 任意 地 小 。 
这 时 ,， 值 二 称 作 该 无 限 序列 的 极限 ， 或 路 程 函数 Jo 的 
导数 多， 或 叫 物体 的 瞬时 速度 。 不 过 应 当 记 住 ， 这 并 
非 通常 意义 下 的 速度 , 它 在 自然 界 里 找 不 到 相应 之 物 , 因 
为 在 自然 界 里 不 改变 位 置 就 谈 不 上 运动 。 这 样 定义 的 用 
时 速度 并 不 是 路 程 区 间 除 以 时 间 区 间 所 得 的 商 ， 尽 管 


-多 = 户 () 这 个 习 用 的 记号 看 上 去 很 象 一 个 比 式 。 这 个 


人 但 我 们 将 看 到 ， 
它 之 所 以 这 样 表达 ， 却 是 菜 布 尼 蕊 在 微 积分 的 逻辑 基础 
上 存在 某 种 误解 的 结果 。 

所 以 ,我们 用 以 定义 导数 的 ,并 非 通常 的 代数 方法 ， 
而 是 包含 无 穷 序 列 极限 的 概念 在 内 的 扩充 了 的 代数 方 
法 。 虽 然 区 间 一 旦 无 限 小 之 后 , 科学 会 因 脱离 了 经 验 而 变 
得 无 所 适 从 ,虽然 这 种 方法 也 许 “很 不 适用 于 自然 界 ",9 
数学 上 却 随 时 可 以 在 上 述 逻 辑 定义 的 基础 上 ， 来 引用 这 
种 新 的 极限 概念 。 当然 ， 我 们 可 以 不 用 “ 趋 近 ”、“ 充 分 
@ 薛 定 请 ; 们 学 与 人 类 气质 >, 第 61--62 页 。 
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大 ”任意 小 ?之 类 的 字眼 , 而 把 极限 更 精确 地 表述 如 下 ; 
也 称 为 上 述 序列 的 极限 , 如 果 对 任意 给 定 的 正 数 。 (不 论 
怎样 小 )， 总 能 找到 一 个 正 整 数 W 使 得 > 和 W 时 不 等 式 
| 辽 一 "<e 成 立 。 

在 这 个 定义 中 ， 且 不 于 失 让 人 和 宙 订 到 的 对 
< 终点 ?， 攻 虑 变量 甘 极 限 
的 可 能 性 。 如 此 抽象 地 定义 为 导数 的 儿 瑟 
它 看 作 “ 最 终 比 ?， 也 不 想 把 它 作为 一 种 工具 ， 来 使 退 时 
速度 “形象 化 ”， 或 在 科学 或 哲学 的 意义 牛 解释 运动 或 连 
续 量 的 生成 。 我 们 后 面 就 会 看 到 ， 这 类 含糊 不 清 的 想法 
和 不 着 边际 的 解释 ， 使 得 数学 家 们 从 艺 诺 及 其 疑难 的 时 
代 起 ,就 卷 入 了 常常 枉 费 才智 的 争论 之 中 。 而 另 一 方面 ， 
恰恰 也 正 是 这 些 耐 人 寻味 的 观念 ， 刺 激 人 们 深入 研究 ， 
使 微 积 分 从 形式 上 琴 于 完善 ， 虽然 这 种 形式 上 的 完善 倒 
过 来 又 把 这 些 观 念 判 为 逻辑 上 不 相干 的 东西 而 排斥 了 出 
去 。 

正如 用 平均 速度 的 趋 近来 求 豚 时 速度 的 问题 导致 导 
数 的 定义 一 样 , 求 曲 边 形 的 长 度 . 面 积 和 体积 的 问题 最 后 
导致 了 定 积分 的 系统 表述 。 然而 ， 这 个 概念 同样 最 终 要 
这 样 地 定义 ， 使 得 它 当 初 由 之 脱胎 而 来 的 几何 直观 被 排 
斥 出 去 。 作 为 古 希 腊 人 追求 寅 于 多 样 性 中 的 统一 性 的 一 
个 侧面 , 我 们 将 看 到 , 他 们 试图 在 一 个 圆 内 循 次 作出 边 数 
愈 来 愈 多 的 多 边 形 , 以 期 最 后 能 “穷竭 ? 圆 的 面积 , 也 就 是 
说 , 得 出 一 个 边 数 足够 大 的 多 边 形 , 使 其 面积 蹊 圆 的 面积 
相等 。 这 种 质朴 的 尝试 当然 是 注定 要 失败 的 。 然 而 数学 
家 将 圆 的 面积 定义 为 近似 多 边 形 的 面积 的 无 穷 序列 4 

。9 。 


42，4a，…，4 … 的 极限 4 时 , 他 们 的 出 发 点 就 是 希腊 
人 的 做 法 。 这 又 提供 了 一 个 超出 直观 之 外 的 推断 的 例 
子 ， 因 为 多 边 形 面积 序列 转变 到 圆 的 极限 面积 的 过 程 无 
法 “形象 化 ” 地 表达 出 来 。 当 然 , 无 限 分 割 是 被 排斥 在 可 
感觉 经 验 的 王国 之 外 的 , 原因 在 于 存在 着 一 个 感觉 冰 限 。 
从 生理 学 的 角度 来 说 ， 它 也 必定 被 排除 在 思考 的 范围 之 
外 , 因为 心理 学 认为 , 进行 思考 的 动作 必须 有 一 段 可 供 计 
量 的 最 短 时 间 。@ 唯 有 逻辑 的 定义 , 才 是 判断 极限 值 4 的 
可 靠 性 的 唯一 准则 。 

为 了 使 上 述 极限 过 程 从 面积 观念 所 固有 的 几何 直观 
中 解放 出 来 ， 在 数学 上 不 得 不 对 一 个 概念 作出 形式 上 的 
定义 , 它 应 与 它 所 由 产生 的 感觉 经 验 无 关 。 (其 间 曾 经 历 . 
一 段 相当 长 的 “ 犹 殉 时 期 ", 我 们 不 久 将 加 以 追溯 。 解析 
几何 产生 以 后 ， 求 曲 边 形 面积 时 一 般 都 不 用 近似 多 边 形 
序列 ,而 代 之 以 近似 矩形 之 和 的 序列 , 如 图 工 所 示 。 每 个 


乓 2) 


二 恩 里 克 斯 :< 科学 问题 六 第 15 页 。 
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矩形 的 面积 可 记 为 fla 4x。 它 们 的 和 记 为 
&= 衬 jc or。 


于 是 图 形 的 面积 就 可 以 定义 为 当 分 点 数 双 无 限 增加 
且 区 间 4o 趋 近 于 零 时 , 和 式 8 的 无 限 序列 的 极限 。 借 
助 于 曲线 的 解析 表示 ， 用 这 种 方法 定义 面积 之 后 ， 就 可 
以 干脆 把 几何 直观 抛 在 一 边 了 。 这 些 几 何 直观 ， 当 初 曾 
启发 我 们 作出 这 种 和 式 并 将 从 z=a 到 “= 的 区 间 上 的 
fo) 的 定 积分 算术 化 地 定义 为 和 式 gr = 习 JD dei (其 
中 分 割 4 从 a 至 五 布 满 全 区 间 ) 的 无 限 序列 当 区 间 4 
无 限 小 时 的 极限 。 因而 ， 这 个 定义 除了 通常 的 算术 运算 
之 外 , 仅仅 用 到 了 无 限 序列 的 极限 的 概念 , 情形 完全 跟 导 
数 的 一 样 。 然而, 对 这 一 事实 的 认识 , 却 是 经 过 数学 家 们 
几 个 世纪 的 研究 才 得 以 实现 的 。 现在 通常 用 | 7 az 
这 个 记号 表示 定 积分 ， 这 与 其 说 是 给 出 最 终 的 逻辑 表述 
的 努力 的 结果 , 母 宁 说 是 这 个 概念 本 身 的 历史 发 展 结果 。 
这 个 记号 暗示 它 是 一 个 和 式 ， 而 并 非 什么 无 穷 序列 的 极 
限 , 在 这 一 点 上 , 它 庆 有 些 跟 现 代 定 义 的 意向 相左 , 却 中 
莱 布 尼 欧 的 观点 完全 一 致 。 

所 以 定 积分 是 女 导 数 互 不 相关 地 定义 出 来 的 ; 但 是 ， 
牛顿 和 莱 布 尼 欧 发 现 了 一 个 引 人 注 目的 性 质 ， 通 常 称 之 
为 微 积分 基本 定理 ， 即 ， 连 续 函 数 fa) 的 定 积分 Ra) 
- | 7Goaz 恰 好 以 该 画 数 为 其 导数 , 即 玉 Co) -Jo)。 这 
就 是 说 ，f(z) 从 吕 到 ?8 的 定 积分 的 值 ， 一 般 可 以 在 以 
Jo) 为 导数 的 函数 P(z) 中 令 z=a 及 z=8 而 求 得 。 导 

让 


数 与 定 积分 之 间 的 这 种 关系 ， 被 称 作 “整个 微 积分 的 
纲 ”。@ 这 样 定义 的 函数 Po ， 常 称 为 F(z) 的 不 定 积分 ， 
但 应 记 住 ， 这 时 它 已 不 象 定 积分 那样 作为 一 个 由 无 穷 序 
列 所 给 定 的 数值 极限 , 而 是 一 个 以 fw) 为 导数 的 函数 。 

函数 xz) 有 时 也 叫做 fw 的 原 通 数 ，P(D) -- Fa) 
的 值 偶尔 也 用 作 | /ke) az 的 定义 。 这 时 , 关系 式 | Jo ae 
-lim/(cb 4z; 是 微 积分 的 基本 定理 , 而 不 是 定 积分 的 
定义 了 。 

虽然 , 有 了 这 个 醒目 的 互 着 关系 的 发 见 , 再 加 上 一 套 
运算 规则 , 不 妨 说 微 积 分 就 发 明了 ; 但 是 , 我 们 不 能 设想 ， 
微 积分 的 发 明 者 当时 已 经 掌握 了 如 上 所 述 的 如 此 成 熟 的 
导数 和 积分 的 概念 一 它们 在 现代 分 析 的 逻辑 发 展 上 是 
不 可 少 的 。 到 十 九 世 纪 完 成 它们 最 后 的 定义 为 止 ， 其 间 
经 历 了 一 百 多 年 的 探索 。 

本 书 的 目的 ， 就 在 于 追溯 这 两 个 概念 从 感官 经 验 的 
原始 状态 , 直到 作为 数学 的 抽象 .用 无 穷 序 列 极限 的 观念 
按 形式 逻辑 而 定义 的 精 雕 细 刻 的 形式 的 发 展 过 程 。 我 们 
将 看 到 , 微 积分 的 历史 提供 了 一 个 极 有 意思 的 例子 , 说 明 
我 们 是 如 何 从 原始 的 直观 派生 的 一 切 感性 材料 中 解脱 出 
来 , 而 缓慢 地 形成 数学 概念 的 。 归 根 到 底 , 导数 和 积分 是 
从 有 序 的 角度 ， 而 不 是 从 连续 性 或 不 变性 的 角度 来 定义 
的 。 但 无 论 如 何 ， 它 们 又 是 力求 使 后 面 两 种 观念 所 引起 
的 感官 印象 系统 化 的 结果 。 这 就 说 明 ， 在 微 积分 发 展 的 
早期 ， 它 何以 会 跟 几 何 或 运动 的 观念 以 及 不 可 分 量 和 无 
。 @ 柯 朗 ;< 微 积分 学 >, 卷 IT, 第 T11 页 。 

。192 。 


限 小 量 的 解释 始终 联系 在 一 起 ;因为 这 些 观 念 都 是 从 连 
续 性 的 质朴 的 直观 和 感性 经 验 中 提出 来 的 。 

说 到 这 里 , 还 有 一 个 概念 也 得 简单 地 提 一 下 , 这 倒 并 
不 是 因为 目前 的 微 积 分 体系 在 逻辑 上 非 它 不 可 ， 而 主要 
是 为 了 使 微 积 分 历史 发 展 的 脉络 更 清楚 一 些 。 前 面 在 导 
数 和 积分 的 定义 中 提 到 的 无 穷 序 列 ， 是 在 脐 想 中 无 限 地 
缩小 自 变量 取 值 区 闻 而 后 得 到 的 。 在 微 积 分 发 展 的 不 同 
阶段 , 人 们 对 于 在 物理 学 上 导致 原子 理论 的 种 种 设想 , 从 
数学 上 加 以 引证 。 得 出 的 印象 是 : 恰 如 从 事物 的 真实 分 
割 ( 它 看 来 是 连续 的 ) 得 到 最 小 质点 即 原子 一 
为 从 连续 的 数学 量 (通过 脐 想 上 的 连续 分 割 ) 就 可 以 得 到 
最 小 的 可 能 区 间 即 微分 。 导 数 这 时 定义 为 两 个 这 种 微分 
的 商 而 积分 则 是 许多 (可 能 有 限 , 也 可 能 无 限 ) 这 种 微分 
的 和 。 

“诚然 , 这 样 一 种 观点 在 直观 上 没有 什么 不 合理 之 处 ; 
但 是 , 数学 上 的 可 接受 性 的 准绳 , 是 逻辑 上 的 相 容 性 , 而 
不 是 概念 上 的 合理 性 。 这 种 关于 微分 本 质 的 观点 , 虽然 在 
用 微 积分 去 处 理 称 学 问题 时 , 有 其 启发 价值 , 但 在 数学 上 
却 被 认为 是 不 能 接受 的 ， 原 因 在 于 迄今 尚未 为 它 找到 二 
个 圆 满 的 定义 ， 或 者 能 够 中 前 面 阐明 的 微 积分 原理 相 一 
致 ， 或 者 本 身 能 作为 另 一 种 逻辑 上 令 人 满意 的 理论 的 基 


础 。 记 了 保持 仇 分 珊 司 厅 是 全 的 过 乱 上 的 保利 起 内 人 


但 对答 分 归 念 


求 的 概念 。 自 恋 生 2 的 入 ( 作 无非 就 是 另 一 个 自 亚 量 
0 而 函数 9=j/ ) 的 微分 @y 则 定义 为 一 个 变量 ， 其 
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值 是 这 样 决定 的 ， 对 变量 dz 的 任意 给 定 的 值 ， 比 dy/dex 
必须 跟 在 该 点 的 导数 值 相等 , 即 ojg=P(z)dz。 这 样 定义 
的 微分 只 是 新 的 变量 , 它 不 是 男 定 的 无 限 小 量 , 不 是 不 可 
分 量 , 也 不 是 什么 “最 后 的 差 值 "、“ 小 于 任何 给 定 的 量 的 
量 "、“ 定 性 的 零 ?2 或 者 “消失 了 的 量 的 鬼 瑰 ?， 正 如 微 积 
分 的 发 展 中 曾经 有 过 的 种 种 说 法 那样 。 

彭 加 勤 说 过 ， 如 果 听 任 数学 家 成 为 抽象 逻辑 的 由 获 
物 , 那么 他 们 除了 数 的 理论 和 几何 公设 之 外 , 必 将 一 无 所 
得 ,@_ 自然 界 迫 使 数学 家 去 研究 连续 性 问题 和 微 积分 问 
- 题 。 因此 不 难 理解 ,借助 不 可 分 量 来 描绘 几何 学 所 说 明 
的 空间 图 景 的 尝试 ， 不 音 是 物理 研究 申根 深 落 辕 的 原子 
论 的 翻版 。 但 是 , 数学 的 进一步 发 展 告诉 我 们 , 为 了 保证 
数学 在 逻辑 上 的 一 致 性 ， 上 面 这 类 观点 是 必须 抛弃 的 。 
引出 导数 和 积分 的 概念 的 基础 ， 首 先是 在 几何 学 中 找到 
的 , 因为 几何 学 尽管 有 其 证 明 的 确凿 性 , 这 门 学 科 仍 被 认 
为 是 感觉 世界 的 一 种 抽象 模式 。 

近年 来 , 人 们 更 清楚 地 认识 到 , 数学 是 对 一 
研究 , 至 于 这 些 关系 究竟 是 什么 , 任 感 觉 常会 引起 种 种 先 
入 为 主 的 概念 ， 数 学 根本 不 应 该 为 它们 所 束缚。 因而 微 
积分 逐渐 从 几何 学 中 解放 出 来 ， 通 过 导数 和 积分 的 定义 
而 依赖 于 自然 数 的 概念 ， 从 这 一 概念 可 以 导出 所 有 传统 
的 纯粹 数学 , 包括 几何 在 内 。@ 现在 , 数学 家 们 感到 , 集合 


一 -名 -它们 被 奥 斯 吉 德 称 作 “讨厌 的 小 零 "。 见 奥 斯 古 德 : “ 太 学 和 技术 学 
校 的 油 积 分 > 及 享 丢 顿 : 4 微分 的 现代 意义 ?。 
“@ 见 奥 斯 古 德 , 同 前 书 ,第 457 页 ; 彭 放款 ， 洗 学 卫 基 而 第 炙 页 o~ 
-合辑 素 :数学 后 学 引 论 六 -第 4 页 ;也 可 见 萌 加 勒 *“< 科 学 的 荧 釉 > 第 
441 和 462 页 。 


。414。 


Ar 


论 为 微 积分 提供 了 必要 的 基础 ， 这 个 基础 正 是 从 牛顿 和 
菜 布 尼 茨 的 时 代 起 人 们 一 直 孜 孜 以 求 的 .@ 不 过 谁 也 不 
敢 预言 ， 从 变化 性 与 多 样 性 的 原始 思想 中 抽 去 种 种 不 相 
干 的 累 乾 一 一 直观 使 它们 和 这 些 数 学 概念 纠缠 在 一 起 
一 一 这 种 工作 就 到 此 为 止 了 。 人 类 的 天 性 ， 是 把 对 自己 
最 有 价值 的 想法 当 作 现 实 ; 但 是 , 若 对 导数 和 积分 的 渊源 
有 一 个 恰如其分 的 了 解 , 就 会 使 我 们 清楚 地 看 到 , 自 以 为 
这 些 概念 的 建立 就 是 微 积分 概念 发 展 的 终结 的 看 法, 是 
多 么 不 可 取 的 盲目 乐观 ! 


国 罗素 ;< 数学 原理 >, 第 325 一 326 页 。 
。 拓 ， 


二 章 古代 的 观念 


二 希腊 以 前 人 们 对 自然 界 的 认识 ， 通 常 被 认为 处 于 
科学 尚未 出 现 前 的 阶段 9 ”因为 他 们 显然 缺乏 希腊 人 所 
认为 的 自然 界 本 质 上 是 合理 的 那 种 信念 ， 也 没有 与 之 相 
应 的 感受 , 即 在 纷乱 繁杂 和 变化 万 端的 事态 下 , 找 得 到 统 
一 和 永恒 的 因素 。 

希腊 人 竭力 主张 寻找 的 普遍 性 ， 埃 及 人 和 巴比伦 人 
对 之 显然 不 感 兴趣 。 在 古代 史 中 , 我 们 对 这 几 种 民族 了 
解 得 最 多 , 但 他 们 的 数学 思想 跟 我 们 今天 的 大 不 一 样 ; 从 
自然 界 和 人 的 思想 的 千变万化 的 端 绪 中 分 离 ,抽象 出 某 
些 共同 点 , 这 对 数学 方法 和 科学 方法 是 很 重要 的 , 但 他 们 
都 钠 乏 这 种 思想 倾向 。 没 有 这 些 稳定 的 要 素 作为 推理 的 
前 提 , 他 们 就 不 可 能 认识 数学 区 别 于 科学 的 特性 , 即 其 多 
辑 性 及 演绎 证 明 的 必要 性 。 

但 他 们 的 确 掌 握 了 关于 空间 和 数量 关系 的 大 量 知 


@@ 但 是 对 于 这 一 点 ,意见 分 野 很 大 。 巴 里 (《 科 学 的 思想 习惯 ?， 第 104 
页 ) 认 为 古 希 吐 时 期 是 “科学 的 童年 汪 伯 内 脱 (< 希腊 哲学 > 第 一 部 分 “ 素 鞭 
斯 到 柏拉图 ” 第 4 5 页) 说 “自然 科学 是 希腊 人 的 创造 ” 而 在 埃及 , 甚至 
在 巴比伦 , 丝毫 也 找 不 到 “这 种 科学 的 痕迹 ”。 男 一 方面 ,卡宾 斯 基 (< 数 学 发 
现 有 进展 么 ?第 51 一 52 页 ) 认 为 巴比伦 人 .埃及 人 和 印度 人 的 成 就 都 是 有 
“高 度 的 科学 性 ”的 。 
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识 , 我 们 愈 熟悉 他 们 这 方面 的 成 就 ， 就 愈 赞赏 他 们 。@ 不 
过 他 们 的 知识 主要 是 赁 经 验 进 行 考察 的 结果 ， 至 多 也 只 
是 由 简 及 繁 地 应 用 不 完全 归纳 法 得 出 的 结果 。 埃 及 人 计 
算 正 四 棱锥 体积 的 法 则 一 一 由 此 得 出 了 埃及 的 成 果 中 
最 著名 的 求 正 四 棱 台 体积 法 则 一 一 可 能 就 是 使 用 这 种 方 
法 而 得 来 的 。 就 我 们 对 论证 这 个 词 的 数学 涵义 的 理解 来 
说 , 他 们 的 论证 不 可 能 是 正确 的 。 事 实 上 很 清楚 , 这 种 一 
- 般 情 况 的 结果 , 需要 用 到 无 穷 小 或 极限 的 概念 .@ 这 些 概 
您 构成 了 导数 和 积分 发 展 史 的 出 发 点 ， 可 是 在 希腊 时 期 
以 前 它们 根本 不 见于 任何 记载 .@ 

除了 对 推出 的 结果 缺乏 演绎 证 明 以 外 ， 更 重要 的 是 
在 所 有 埃及 人 的 著作 中 ， 法 则 仅 能 应 用 于 为 数 有 限 的 具 
体 情 况 。 在 他 们 的 几何 学 中 , 没有 用 一 个 三 角形 来 代表 一 
切 三 角形 这 种 在 建立 演绎 体系 时 所 必需 的 一 般 化 的 抽象 
观念 。 这 种 缺乏 自由 和 想象 的 情况 , 在 埃及 人 的 算术 中 也 
表现 得 很 明显 , 在 那里 抽象 的 数 的 概念 还 没有 引进 , 一 切 
有 理 分 数 , 除 2/3 以 外 , 全 是 用 单位 分 数 的 和 来 表示 的 。@ 

跟 希 腊 和 埃及 的 数学 相 比 ， 巴 比 伦 的 数学 跟 埃 及 的 
较为 相近 , 但 它 更 着 重 于 数量 方面 , 因而 代数 学 的 发 展 就 


电 关于 他 们 的 工作 的 最 好 的 论述 , 可 以 看 诺 伊 格 鲍 尔 :< 古代 科学 史 讲 
义 2 卷 卫 《希腊 前 的 数学 ?。 

@@ 德 恩 :“ 关 于 等 积 多 面体 ”， 其 中 证 明了 无 限 小 概念 在 这 里 是 不 可 避 
免 的 。 

图 诺 伊 格 鲍 尔 , 同 前 书 , 第 I26 一 128 页 。 贝 尔 (4《 真 理 的 探索 >， 第 191 
页 ) 了 暗示 说 , 埃及 人 在 演绎 推理 中 , 已 用 到 无 限 或 无 限 小 的 概念 ; 这 屎 怕 是 没 
有 根据 的 。 

” 鳃 例 如 , 我 们 现在 记 作 3/5 的 这 个 数 ,， 在 埃及 人 看 来 不 是 单独 的 一 个 

数 , 而 是 两 个 分 数 1/2 与 1/10 的 和 。 


人 


外 


远 远 超 过 了 埃及 。 可 是 在 这 里 我 们 也 仍然 不 能 期 望 有 什 
么 逻辑 结构 或 证 明 。 把 复杂 的 情况 化 得 简单 些 ， 就 算是 
“业已 证 明 ” 了 , 实际 上 这 巍 宁 说 是 不 加 证 明 的 类 比 推理 ; 
我 们 还 记得 , 这 种 做 法 就 象 埃及 人 那样 , 只 不 过 是 一 些 具 
体 情 况 的 处 理 。 我 们 看 到 , 在 巴比伦 的 天 文学 中 , 已 经 研 
究 了 含有 连续 变量 的 问题 , 可 是 也 只 达到 这 样 的 程度 : 在 
相等 间隔 量 出 的 变量 (例如 时 间 ) 的 数值 上 ， 把 一 个 函数 
〈 例 如 月 球 的 亮度 ) 的 数值 列 出 表 来 ， 从 而 计算 出 这 函数 
的 极 大 值 (强度 ) 。 希 腊 人 才 第 一 次 系统 地 分 析 了 连续 量 
的 意义 , 并 发 展 了 导致 积分 与 导数 的 那些 观念 。 

在 埃及 、 巴 比 伦 数学 的 顶峰 和 希腊 的 早期 工作 之 间 
这 一 段 时 期 的 数学 史 ， 可 惜 我 们 所 知道 的 情况 很 零碎 。 
这 些 东 方 文明 无 疑 地 影响 了 希腊 文化 ， 只 是 它们 的 贡献 
的 性 质 和 广度 如 何 , 还 不 能 确定 。 不 过 无 论 如 何 , 当 科 学 
和 数学 在 希腊 发 展 起 来 时 ， 在 它们 的 趋势 上 是 有 过 一 个 
显著 变化 的 。 作 为 区 别 于 周围 大 自然 的 某 种 标志 的 人 类 
智慧 被 “发 现 ”了 , 它 能 从 事物 的 多 样 性 中 辨别 出 共同 性 ， 
把 它 抽象 出 来 , 加 以 一 般 化 , 从 而 导出 与 更 广泛 的 经 验 相 
符合 的 新 的 关系 。 就 是 因为 这 个 理由 ,我 们 认为 数学 和 
科学 的 方法 起 源 于 希腊 民族 ; @ 可 是 如 果 说 希腊 的 数学 
和 科学 是 土生 土 长 的 ， 那 就 忘记 了 它们 毕竟 也 在 某 些 地 
方 取材 于 埃及 和 巴比伦 。 希 腊 的 思 新 气象 很 可 能 是 当时 
出 现 的 文化 不 断 发 展 的 结果 ， 这 为 新 兴 的 希腊 财富 打上 
了 各 种 文化 的 烙印 。 
。@ TL, 希 思 ; 《希腊 数学 史 y 卷 了， 说 “总 而 言 之 , 数学 就 是 希腊 
科学 , 不 论 近 代 分 析 学 已 经 获得 或 者 将 要 顽 得 多 少 新 的 发 展 , 
。 18 。 


泰勒 斯 是 人 们 第 一 个 提 到 的 和 这 种 “智力 革命 有 关 

的 希腊 人 , 这 种 “智力 革命 ?产生 了 初等 数学 , 同时 也 揭露 
了 某 些 概念 上 的 困难 ; 对 这 些 困难 的 研究 和 解决 , 在 以 后 
两 千 五 百年 内 产生 了 我 们 现在 叫 作 微 积分 的 学 科 。 据 说 
他 是 一 个 大 旅行 家 , 从 埃及 人 那儿 学 过 几何 学 , 从 巴比伦 
人 那儿 学 过 天 文学 , 回 到 希腊 后 , 曾 把 这 些 学 科 的 原理 教 
给 他 的 学 生 。 普 罗 克 拉 斯 说 他 的 方法 “时 而 很 一 般 化 ,时 
而 又 限于 经 验 >。 因 此 , 泰勒 斯 的 论证 可 能 在 某 种 程度 上 
是 诉 诸 感觉 的 ; 事实 上 , 他 的 定理 的 正确 性 , 是 通过 具有 
某 种 实用 意义 的 活动 而 得 到 的 。 
-尽管 如 此 ， 作 为 演绎 科目 的 数学 是 泰勒 斯 首创 的 。 
不 过 他 没有 构成 一 个 数学 的 知识 体系 ， 也 没有 把 他 的 方 
法 用 到 连续 性 问题 的 分 析 上 去 。 这 些 工 作 似乎 是 由 毕 达 
哥 拉 斯 完成 的 ， 他 是 历史 上 有 可 靠 记 载 的 希腊 的 第 二 位 
数学 家 。 据 普罗 克拉 斯 说 , 他 “把 几何 学 的 研究 纳入 普通 
教育 , 从 头 考察 科学 的 基本 原则 , 并 以 抽象 的 理性 的 方式 
探索 它 的 理论 ”。 可 是 除 此 以 外 , 要 将 数学 上 或 科学 上 其 
它 成 果 全 归功 于 毕 达 哥 拉 斯 一 个 人 ， 那 是 丝毫 没有 根据 
的 。 因 为 他 和 他 的 学 派 在 直 代 总 是 不 加 区 分 地 并 提 的 ， 
现在 更 无 从 把 他 们 区 分 开 来 了 。 毕 达 哥 拉 斯 建立 的 学 泊 
所 学 习 的 知识 , 完全 是 秘密 传授 的 , 所 以 在 这 位 创始 者 于 
公元 前 五 百年 左右 逝世 后 ， 他 的 思想 的 一 般 性 成 为 显 而 
易 见 的 时 候 ， 我 们 已 经 无 法 确认 某 项 成 就 是 某 人 所 完成 
的 了 。 可 以 肯定 的 只 是 ， 索 勤 斯 创始 的 抽象 方法 肯定 是 
由 这 一 学 派 完 成 的 。 

在 希腊 思想 中 出 现 了 一 个 新 的 问题 ， 因 为 从 自然 界 . 

es。 419 。 


的 感性 印象 中 抽象 出 来 的 毕 达 哥 拉 斯 的 数学 概念 ， 这 时 
又 反 过 来 具体 化 为 自然 界 ， 并 被 认为 是 构成 字 宙 的 要 
素 。.@ 于 是 , 毕 达 可 拉 斯 学 派 企图 用 数 来 构造 整个 天 穹 , 天 

上 的 星体 就 是 作为 质点 的 单位 。 后 来 他 们 又 将 他 们 所 邹 
知 的 正 几何 体 跟 自 然 界 中 各 类 物质 等 同 起 来 。 在 他 们 看 
来 , 几何 学 是 自然 界 所 内 将 的 , 几何 学 的 理想 化 的 概念 好 
象 通过 物质 世界 而 得 到 实现 。 这 种 抽象 与 具体 的 混同 ， 
这 种 理性 观念 与 经 验 描述 的 混 局 ， 是 整个 毕 达 哥 拉 斯 学 
派 和 以 后 不 少 轧 想 派 系 所 具有 的 特点 ; 以 后 我 们 将 看 到 ， 
这 种 特点 对 微 积分 概念 的 发 展 有 很 大 影响 。 过 去 常 有 人 
不 确切 地 说 这 是 神秘 主义 ,@ 这 种 责难 看 来 是 不 大 公平 
的 。 毕 达 哥 拉 斯 先 验 的 演绎 法 在 一 定 范围 内 曾 获 得 显著 
的 成 就 ， 他 还 试图 (在 今天 看 来 是 没有 理由 的 ) 用 他 的 演 
绎 法 来 描绘 现实 世界 ， 在 这 一 点 上 爱 奥 尼 亚 学 派 那 种 后 
天 的 物 活 论 的 解说 几乎 是 毫 无 成 效 的 。 毕 达 哥 拉 斯 学 泊 
这 桩 的 尝试 , 将 演绎 先 于 归纳 , 虽 在 科学 的 程序 上 来 了 个 
颠倒 ， ee 人 


学 池 的 一 个 人 重要 的 结 果 是 面积 由 合理 论 。 这 如 果 不 是 
， 毕 达 哥 拉 斯 本 人 所 首创 ， 至 少 也 是 他 的 学 派 所 首创 的 。 
它 在 希腊 几何 学 中 是 基本 的 理论 ， 以 后 从 而 产生 了 穷竭 
法 , 即 相当 于 我 们 现在 的 积分 的 一 种 希腊 人 的 方法 。@ 面 
积 贴 合 的 方法 使 他 们 能 够 说 明 一 个 直线 围 成 的 图 形 大 


@ 布 伦 什 维 格 ; 数学 哲学 的 发 展 阶段 > 第 3 页 以 及 以 后 几 页 。 
@@ 罗素 ;< 我 们 对 外 部 世界 的 认识 > 第 19 页 。 
@@ 它 也 是 希腊 人 用 几何 方法 的 代数 学 解 二 次 方程 的 基础 。 
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于 ,等 于 或 小 于 另 一 图 形 。@ 这 种 把 一 个 图 形 贴 合 到 另 一 
图 形 上 去 的 方法 , 是 试图 给 面积 观念 以 明确 定义 的 开端 ， 
在 这 种 观念 中 ， 一 个 面积 的 单位 被 认为 是 为 另 一 面积 以 
一 定 的 倍数 所 包容 。 近 代数 学 以 数量 观念 而 不 是 以 形 的 
全 等 观念 作为 基本 概念 , 结果 “面积 ?一 词 , 在 人 们 头脑 里 
已 不 再 唤起 两 个 面 比较 的 鲜明 印象 了 ， 一 一 这 种 比较 在 
这 里 是 最 重要 的 ， 在 希腊 人 的 思想 里 它 被 放 上 了 一 个 至 
高 无 上 的 地 位 。 希 腊 数 学 家 不 说 一 企图 形 的 面积 ， 而 只 
是 谤 两 个 面 的 比 。 这 样 一 种 定义 ， 忠 于 不 可 公 度 问题 的 
存在 ， 在 数 的 概念 还 没有 发 展 到 完善 的 程度 以 前 是 无 法 
使 之 精确 化 的 。 这 种 完善 的 概念 ， 毕 达 哥 拉 斯 学 派 是 没 
有 的 。 它 一 直 要 到 十 九 世 纪 下 半 叶 方才 形成 ; 说 起 来 , 也 
正 是 这 样 的 概念 才 奠 定 了 整个 微 积 分 学 的 基础 。 不 过 ， 
人 们 之 所 以 认识 到 需要 有 这 种 概念 ， 却 很 可 能 要 归功 于 
毕 达 哥 拉 斯 学 派 一 一 是 他 们 发 现 了 这 种 需要 ， 可 以 说 因 
此 就 在 微 积 分 概念 的 发 展 史 上 跨 出 了 第 一 步 ， 或 者 说 才 
使 之 有 了 一 个 开端 。 

最 先 使 得 毕 达 哥 拉 斯 学 派 的 继承 者 们 看 出 量 的 比例 
论 的 忽 陷 的 , 是 在 把 这 套 理论 应 用 于 线段 的 比较 时 (这 先 
要 有 我 们 所 谓 的 长 度 观 念 ) 而 闪 非 在 面积 的 比较 时 遇 到 
的 问题 。 这 种 研究 使 华 达 哥 拉 斯 学 派 得 出 一 种 极其 使 人 
迷惑 的 发 见 。 把 正方 形 的 边 欠 合 到 对 角 线 上 时 ， 况 然 找 
不 到 一 个 公 度 量 ， 使 其 中 的 一 个 能 用 另 一 个 来 表示 。 换 
句 话说， 这 两 条 线段 被 证 明 是 不 可 公 度 的 。 这 一 发 现 是 
”@ 我 们 的 圆锥 曲 线 的 名 称 ( 柚 圆 、 双 曲线 \ 抛 物 线 ), 就 是 因 毕 达 哥 拉 斯 
在 比较 图 形 时 用 以 命名 , 而 附带 地 得 到 的 。 
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在 什么 时 候 发 生 的 , 它 是 毕 达 哥 拉 斯 本 人 的 发 现 , 还 是 早 
期 毕 达 哥 拉 斯 学 派 或 者 后 期 毕 达 哥 拉 斯 学 派 的 发 见 ， 这 
些 都 还 是 数学 史上 未 解决 的 问题 .@ 有 人 还 认为 , 毕 达 哥 
拉 斯 关于 无 理 量 的 知识 和 五 种 多 面体 的 知识 以 及 他 的 许 
多 哲学 观点 , 都 是 受到 印度 人 的 影响 的 。 

不 可 公 度 性 是 怎样 发 现 , 或 者 说 是 怎样 证 明 的 , 这 一 
问题 也 很 难 确切 地 回答 。 贴 合法 也 许可 以 设想 为 一 种 几 
何 证 明 的 方式 ， 它 相当 于 求 最 大 公约 数 的 过 程 ， 但 毕 达 
哥 拉 斯 学 派 的 思想 还 有 另 一 个 侧面 ， 它 指出 了 另 一 种 不 
同 的 推理 。 大 自然 与 人 类 知识 既 一 致 又 和 谐 这 个 流行 的 
信念 ， 导 致 毕 达 哥 拉 斯 学 派 不 仅 用 各 种 抽象 的 数学 观念 
去 解释 大 自然 不 同 的 方面 , 正如 上 面 已 经 提 到 过 的 那样 ，， 
而 且 还 试图 将 数 与 量 这 两 个 领域 等 同 起 来 .@ 不 过 关于 
数 这 个 词 ， 毕 达 哥 拉 斯 学 派 并 未 认识 到 我 们 今天 所 赋予 
它 的 抽象 意义 ; 他 们 只 是 用 数 来 表明 “一 种 从 某 一 单位 开 
始 的 累加 ， 或 止 于 该 单位 的 累 减 ?。@ 因为 数 就 是 单位 的 
集合 , 所 以 整数 是 最 基本 的 , 而 且 正 如 它们 的 斤 何 形式 一 
样 , 它们 本 身 是 为 自然 界 所 固有 的 。 每 个 数 在 空间 具有 一 
定 的 地 位 ， 占 有 一 定 的 位 置 。 如 果 说 几何 抽象 是 构成 真 
实事 物 的 元 素 , 那 末 数 就 是 这 种 抽象 的 终极 元 素 , 从 而 也 


@ 关于 这 一 点 , 可 参考 海 因 里 希 。 福 格 特 的 下 面 两 篇 文章 ;“ 根 据 柏 拉 
图 及 四 世纪 其 它 资 料 看 无 理 数 发 现 的 历史 ”和 “无 理 数 发 现 史 ”。 他 的 结论 
是 ,不 可 公 度 性 是 后 期 毕 达 哥 拉 斯 学 派 在 公元 前 40 年 以 前 的 某 时 发 现 的 。 
希 思 《< 希腊 数学 史 罗 卷 工 第 157 页 ) 则 "估计 是 在 德 谍 克 利 特 之 前 ”发现 。 

@@ 在 巴里 的 < 科学 醒 和 思想 习 负 3 第 207 页 和 后 几 页 叶 对 毕 达 哥 拉 斯 
学 派 把 数 与 量 两 个 领域 联结 起 来 的 问题 , 从 科学 观点 作 了 人 尖锐 的 评述 。 

图 TD. 希 思 :<《 希 腊 数 学 史 ?, 卷 五 第 69 一 70 页 。 
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就 是 物质 实体 和 整个 自然 界 的 终极 元 素 。 这 种 将 数 实体 
化 的 思想 ， 使 毕 达 哥 拉 斯 学 派 认为 线段 是 由 整数 个 单位 
所 构成 的 。 可 是 , 这 个 学 说 对 正方 形 的 对 角 线 就 不 适用 ， 
因为 不 论 把 度量 一 边 的 单位 取得 多 人 么 小 ， 对 角 线 总 不 
会 是 从 这 个 单位 开始 累加 而 得 的 。 这 一 点 的 证 明 已 由 亚 
里 士 多 德 给 出 (这 可 能 也 就 是 毕 达 哥 拉 斯 学 派 的 证 明 方 
法 ),@ 其 根据 是 奇偶 性 的 区 别 ， 那 正 是 毕 达 哥 拉 斯 学 派 
所 强调 的 。 

线段 的 不 可 公 度 性 始终 是 希 购 几 何 学 的 一 个 障碍 。 
它 在 希腊 人 的 思想 上 造成 了 一 种 强烈 的 印象 。 普 罗 克 拉 
斯 讲 过 的 故事 说 明了 这 一 点 。 在 这 个 故事 里 ， 那 个 揭露 
不 可 公 度 的 事实 的 毕 达 哥 拉 斯 的 门人 遭 到 了 沉 舟 身 死 的 
下 场 。 柏拉图 和 欧 几 里 得 对 不 可 公 度 理论 的 重视 ， 也 更 
可 靠 地 说 明了 这 一 点 。 希 腊 人 虽然 把 无 理 量 的 理论 作为 
几何 学 的 一 部 分 而 加 以 发 展 (例如 见 欧 几 里 得 《几何 原 
本 ?, 卷 和), 但 他 们 从 未 想到 要 创造 无 理 数 采 便 越 这 个 障 
碍 。 希 腊 数 学 既然 不 可 能 沿 着 以 后 数学 分 析 的 发 展 所 提 
出 的 路 线 把 他 们 的 数 系 加 以 一 般 化 ， 他 们 最 后 的 回避 办 
法 就 只 能 是 放弃 毕 达 哥 拉 斯 学 派 将 数 的 领域 与 儿 何 的 或 
连续 量 的 领域 等 同 起 来 的 企图 了 。 

然而 , 放弃 统一 这 两 个 领域 的 努力 , 毕竟 还 是 在 直观 
找 出 另 一 种 解决 困难 的 办 法 以 后 的 事 。 既 然 没有 这 人 么 小 
的 一 个 有 限 线 段 , 使 得 对 角 线 和 边 长 都 能 用 它 表 示 , 那 末 
是 否 会 有 一 个 具有 某 种 特点 的 单元 或 单位 ， 用 无 限 个 这 
种 单元 或 单位 就 既 能 表示 正方 形 的 一 边 ， 又 能 表示 其 对 
”@ 措 伊 肤 ;“ 无 理 量 发 现 的 历史 起 源 "。 
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角 组 呢 ? 

我 们 不 能 确切 地 知道 毕 达 哥 拉 斯 学 派 是 否 曾 借助 于 
无 限 小 。 但 我 们 知道 , 通过 公元 前 五 世纪 形成 的 学 说 , 无 
限 小 量 的 概念 就 已 经 作为 希腊 人 关于 物质 世界 本 质 的 设 
想 而 进入 了 数学 思潮 。 当 早期 爱 奥 尼 亚 人 寻找 一 种 构造 
万 物 的 基本 元 素 的 尝试 遭 到 失败 以 后 ， 在 阿布 德 拉 兴 起 
了 物质 原子 论 的 唯物 主义 学 说 , 按照 这 种 学 说 , 没有 一 种 
本 原 (physis)， 甚 至 一 小 组 物质 , 能 够 生成 万 物 。 阿 布 德 
拉 学 派 主张 , 一 切 东 西 ,甚至 心 和 灵魂 , 都 由 在 虚空 中 不 
断 运动 着 的 原子 所 组 成 ， 这 些 厌 子 是 不 可 再 分 的 物质 粒 
子 , 它们 没有 质 的 区 别 , 而 形状 .大 小 千差万别 , 都 小 到 感 
官 无 从 觉察 。 

这 种 学 说 , 不 论 从 逻辑 上 还 是 从 物理 上 看 , 都 毫 无 背 
理 之 处 ; 它 是 我 们 今天 化 学 观 的 一 种 粗糙 的 雏 型 。 希腊 
最 伟大 的 原子 论 者 德 谎 克利 特 也 是 一 个 数学 家 ， 他 还 把 
上 述 思想 引进 几何 学 里 。 正如 我 们 现在 从 1906 年 发 现 
的 书写 在 羊皮 纸 上 的 阿 基 米 德 的 《方法 》 篇 中 所 看 到 的 ， 
德 席 克利 特 是 第 一 个 求 出 锥 体 和 圆锥 体 体 积 的 希腊 数学 
家 。 他 是 如 何 得 出 这 些 结果 的 ,我 们 已 无 从 知道 。 正四 
棱锥 的 体积 公式 , 也 许 埃及 人 就 已 经 知道 , 德 席 克 利 特 可 
能 在 周游 各 地 时 学 到 了 这 个 公式 ， 从 而 把 结果 推广 到 所 
有 棱锥 体 的 情况 。 圆锥 的 体积 , 则 可 能 是 以 边 数 无 限 增 
加 的 正 多 边 形 作为 锥 底 所 得 到 的 结果 的 自然 推论 。 这 种 
解释 ， 对 涉及 类 似 的 无 限 小 概念 的 其 它 问题 大 概 也 都 能 
适用 。 我 们 知道 , 这 类 解释 德 度 克利 特 也 已 有 所 考虑 , 它 
后 来 还 影响 了 柏拉图 。 
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亚 里 士 多 德 和 欧 几 里 得 称 柏拉图 为 数学 原子 论 者 ， 

从 普 卢 塔 到 的 书 里 我 们 知道 ， 柏 拉 图 搞 不 清楚 那些 可 视 
为 组 成 圆锥 体 的 距离 为 无 限 小 的 相 邻 的 平行 圆 彼 此 是 否 
相等 。 如 果 它 们 都 相等 ， 圆 锥 体 就 要 跟 外 接 圆 柱 体 合 而 
为 一 但 如 果 不 相 等 ， 圆 锥 体 又 将 成 为 阶梯 形 的 了 。 我 
们 不 知道 他 是 如 何 解 决 这 个 难题 的 ， 但 有 人 曾 设 想 他 用 
了 无 限 薄 的 圆 片 或 不 可 分 量 来 求 圆锥 和 圆柱 的 体积 ， 因 
而 他 已 经 使 用 了 在 这 些 特 殊 情 况 下 的 卡 瓦 列 里 定理 。 德 
谍 克 利 特 好 象 已 经 清楚 地 将 物理 上 的 原子 和 数学 上 的 原 
子 加 以 区 分 一 一 他 的 后 继 者 伊 壁 汐 鲁 正 是 这 样 做 了, 但 
亚 里 士 多 德 却 对 二 者 不 加 区 分 。 根 据 比 他 们 晚 得 多 的 辛 
普 里 丘 的 说 法 , 德 庶 克 利 特 还 认为 凡 线 段 总 能 无 限 分 割 。 
不 过 ， 因 为 德 迹 克利 特 的 著作 大 都 已 失传 ， 我 们 现在 已 
无 从 看 到 他 思想 的 全 貌 。 他 曾经 对 与 无 限 小 量 有 关 的 其 
它 数学 问题 感到 兴趣 , 这 是 我 们 从 第 欧 根 尼 ' 拉 尔 修 提 到 
的 业已 失传 的 著作 的 标题 上 知道 的 。 其 中 有 一 个 似乎 是 
关于 弯 角 〈 即 由 在 一 点 具有 共同 切线 的 两 条 曲线 所 组 成 
的 角 ) 问题 的 , 另 一 个 则 是 关于 无 理 ( 不 可 公 度 ) 的 线段 和 
立体 的 。 因 此 ， 可 以 推 知 ， 对 于 毕 达 哥 拉 斯 学 派 所 遇 到 
的 不 可 公 度 的 困难 ， 德 席 克 利 特 也 许 是 很 熟悉 的 ， 而 且 
很 可 能 已 试图 用 某 种 数学 原子 论 的 理论 去 解决 它 。 有 人 
认为 ， 德 席 克 利 特 是 一 个 了 不 起 的 数学 家 ， 不 至 于 会 插 
手 去 搞 什 么 不 可 分 线段 的 理论 ; 但 是 我 们 倒 很 难 想象 , 如 
果 不 把 数学 原子 看 作 不 可 分 量 ， 还 能 把 它 看 作 什么 。 总 
之 ， 不 论 德 民 克利 特 对 无 限 小 量 的 实质 究竟 有 怎样 的 看 
法 ,他 的 影响 总 是 根深 蒂 周 的 。 固定 无 女 小 量 的 观念 闫 
.2 站 。 


固 地 粘 附 在 数学 上 了 , 每 当 届 辑 显然 无 济 于 事 的 时 候 , 直 
观 就 常常 会 求助 于 它 ; 直到 上 一 世纪 , 它 才 最 后 被 导数 和 
积分 的 严格 概念 所 取代 。 

在 毕 达 哥 拉 斯 和 德 恋 克利 特 以 后 ， 希 腊 几 何 中 是 不 
大 欢迎 无 限 小 的 ， 这 多 半 要 归咎 于 在 “大 希腊 "* 埃 利 亚 
地 方 所 兴起 的 哲学 流派 。 埃 利 亚 学 派 虽 然 主要 并 非 数学 
学 派 , 但 显然 对 毕 达 哥 拉 斯 的 数理 哲学 很 娄 悉 , 并 且 可 能 
受过 它 的 影响 ， 而 他 们 却 成 了 毕 达 哥 拉 斯 基本 思想 的 反 
对 派 。 他 们 不 疆 成 把 物 的 构成 看 作 单位 的 聚集 的 观点 ， 
指责 这 种 观点 存在 着 明显 的 , 固有 的 矛盾 ; 他 们 反对 原子 
论 , 主张 世界 的 单一 性 和 不 变性 。 这 种 帅 钝 的 一 元 论 , 是 
这 个 学 派 的 领袖 巴 门 尼 德 提出 来 的 ， 其 中 多 少 还 带 有 从 
埃 利 亚 学 派 的 开山 始 相 诗人、 者 学 家 色 诺 芬 尼 那 里 继承 
下 来 的 怀疑 论 的 风格 。 

埃 利 亚 学 派 为 了 从 侧面 维护 他 们 的 学 说 ， 就 用 热 练 
的 辩证 法 去 推翻 对 立 学 派 的 思想 基础 。 其 中 最 带 有 挫 贡 
性 的 攻势 来 自 巴 门 尼 德 的 学 生 芝 诺 。 他 上 断然 反对 毕 达 森 
拉 斯 学 派 的 无 限 小 单子 论 。 他 说 , 如 果 单子 有 长 度 的 话 ， 
那 末 无 限 多 个 单子 就 将 构成 一 条 长 度 无 限 的 线 ， 如 果 单 
子 没有 长 度 的 话 , 那 末 无 限 多 个 单子 也 将 没有 长 度 ; 接着 
他 提出 了 一 句 泛 指 的 格言 ， 对 无 限 小 量 加 以 攻击 ; “加 到 
别 的 东西 上 不 使 其 增 大 、 从 别 的 东西 中 减 去 又 不 使 其 减 
小 的 , 不 过 是 子虚乌有 而 已 .>@ 可 是 , 比 这 些 更 精密 更 苇 


” 即 意大利 南部 和 西西 里 岛 的 希腊 移民 地 区 。 一 一 译 者 
@ 策 勒 ;< 希腊 哲学 的 历史 发 展 ?, 卷 1, 第 540 页 。 
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妙 的 还 是 他 关于 运动 的 四 条 著名 的 疑难 。@ 艺 诺 提出 这 
些 疑 难 , 究竟 目的 何在 ， 人们 对 之 有 过 不 少 推测 .@ 由 于 
缺乏 证 据 , 这 些 疑难 到 底 是 针对 谁 , 是 针对 毕 达 哥 拉 斯 学 
派 呢 , 还 是 针对 原子 论 者 或 赫 拉克 利 特 , 或 者 仅仅 是 一 种 
话 辩 ,都 还 没有 定论 。 普 卢 塔 克 写 的 关于 伯 里 克利 生平 
的 下 列 诗句 ， 也 许可 以 表明 芝 诺 的 疑难 只 不 过 是 作为 辩 
证 之 谜 而 提出 的 ; 

大 截 芝 诺 , 鼓 舌 如 筑 

无 论 你 说 什么 , 他 总 认为 荒唐 。 

不 过 另 一 方面 ， 也 有 理由 认为 这 些 疑 难 是 确 有 所 指 
的 。 毕 达 哥 拉 斯 笼 而 统 之 把 点 定义 为 具有 位 置 的 单元 ， 
因而 午 得 上 义 从 生 ， 不 能 分 辨 几何 学 上 的 点 与 物理 学 上 
的 点 。 芝 诺 既 非 数学 家 又 非 物理 学 家 ,但 他 提出 这 些 右 
难 来 揭露 毕 达 哥 拉 斯 学 派 关 于 点 的 定义 的 上 述 缺 点 ， 这 
倒 也 并 非 不 可 能 的 。@ 毕 达 哥 拉 斯 学 派 的 科学 和 数学 ,是 
讲 形 和 结构 , 而 不 是 讲 流 数 和 可 变性 的 ; 但 倘 使 他 们 把 他 
们 的 哲学 应 用 于 自然 界 的 变化 方面 而 不 是 应 用 于 永恒 广 
面 ， 他 们 在 解释 运动 时 就 势必 要 用 到 芝 诺 在 其 第 三 和 第 


@ 卡 约 里 的 “ 艺 诺 关于 运动 的 论辩 的 历史 ”对 世 诺 疑难 的 沿革 有 极为 
丰富 的 叙述 ,并 附 有 书目 。 

@ 对 这 一 点 , 可 参见 卡 约 里 的 “ 芝 诺 关于 运动 的 论辩 的 历史 ”。 此 文 搜 
集 了 各 家 之 见 , 并 有 范围 广泛 的 书目 附注 。 

@@ 保 尔 。 塔 纳 利 ;4 希腊 几何 学 > 第 124 页 ; 参见 同一 作者 的 “连续 性 
的 科学 概念 ， 埃 利 亚 的 芝 诺 和 格 奥 尔 格 , 康 托 尔 "。 米 约 (新 研究 ?， 第 
153 一 154 页 ) 和 卡 约 里 也 都 同意 这 里 提出 的 观点 。 还 可 参见 卡 约 里 :“ 芝 诺 
论辩 的 目的 ”。 
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四 疑难 ( 飞 箭 问题 和 竞走 问题 )@ 中 所 攻击 的 观点 了 ， 在 
这 两 个 恬 难 中 ， 空间 和 时 间 都 被 认为 是 由 不 可 分 割 的 元 
素 构成 的 。 这 两 个 疑难 当然 也 同样 适用 于 反对 数学 原子 
论 。 前 两 个 疑难 (两 分 法 问题 和 阿 基 里 斯 问题 )@ 矛头 直 
指 空间 和 时 间 无 限 可 分 的 对 立 观点 ， 一 个 无 穷 级 数 之 和 
的 极限 , 我 们 无 法 直观 地 看 出 来 , 两 个 疑难 就 是 凭借 这 一 
点 而 展开 的 。 这 四 个 疑难 ， 应 用 微分 的 概念 当然 极 易 解 
答 。 对 两 分 法 问题 或 阿 基 里 斯 问题 , 逻辑 上 并 无 困难 , 问 
题 只 在 于 我 们 缺乏 那 种 任 感 性 印象 去 理解 无 穷 收敛 级 数 
性 质 的 想象 力 , 这 种 级 数 对 精确 地 说 明 连 续 性 十 分 重要 ， 
但 在 我 们 模 灶 的 连续 性 观念 中 却 不 会 奉 涉 到 它 。 飞 箭 问 
题 全 然 是 一 个 导数 概念 的 问题 ， 运 用 这 一 概念 ， 问 题 就 
可 迎刃而解 。 这 个 疑难 中 的 论证 , 也 同 竞走 问题 一 样 , 涉 


Q@ 飞 箭 (arrow) 问 题 是 这 样 的 : 凡 占 有 与 其 本 身 大 小 相等 的 空间 (或 者 
说 只 处 在 某 个 位 置 的 物体 是 静止 不 动 的 ; 而 飞 箭 在 飞 行 过 程 中 的 每 一 朋 间 
都 是 如 此 。 所 以 飞 箭 不 动 。《〈 四 个 疑难 的 叙述 均 见 《 亚 里 士 多 德 全 集 2， 卷 
ITIL, 《物理 篇 2% 卷 YI, 第 239b 页 。) 竞走 (stade) 问题 , 亚 里 士 多 德 讲 得 很 食 
糊 ( 因 为 过 于 简约 ), 但 大 致 如 下 ;假定 空间 和 时 间 是 由 点 和 了 豚 间 组 成 的 , 设 
有 三 个 互相 平行 的 点 列 4、B、C。 令 0C 往 右 移 动 , 4 往 左 移动 , 其 速度 相对 
于 如 而 言 , 都 是 每 瞬间 移动 一 个 点 ; 这 样 一 来 , 4 上 的 每 点 就 在 每 瞬间 离开 
C 两 个 点 的 距离 , 因而 我 们 可 以 对 这 一 最 小 的 时 间 区 间 再 进行 分 割 ;上述 步 
到 可 以 重复 进行 以 至 无 穷 。 结 果 时 间 就 不 可 能 是 由 瞬间 组 成 的 。 
@ 两 分 法 (dichotomy) 问题 是 这 样 的 : 一 个 构 体 在 通过 某 妇 路 程 之 
前 , 必须 先 通过 这 段 路 程 的 一 半 ; 但 在 跑 完 一 半 之 前 , 又 必须 跑 完 四 分 之 一 ; 
依 此 类 推 可 至 无 穷 。 所 以 , 既然 这 种 步 步 紧 缩 是 无 穷 的 , 运动 就 根本 没有 可 
能 ， 和 否则 这 个 物体 就 必须 在 有 限 的 时 间 内 通过 无 限 个 分 航 了 。 阿 基 里 斯 
(4Aehilles) 问 题 与 此 相仿 。 假 设 乌 角 和 阿 基 里 斯 赛跑 , 乌龟 的 起 跑 点 领先 一 
段 距离 。 那 末 ,， 当 阿 基 里 斯 到 达 乌 旬 的 起 跑 点 时 ,乌龟 也 想 过 了 一 段 距 离 ; 
阿 基 里 斯 跑 完 这 段 距离 的 时 间 时 , 乌龟 又 往 前 跑 了 一 段 ;如 此 直译 无 穷 。 因 
为 这 一 连 串 的 距离 是 无 穷 的 , 根据 与 焉 分 法 问题 相同 的 理由 , 阿 基 里 斯 是 永 
远 追 不 上 乌龟 的 。 
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及 一 段 距 离 或 一 段 时 间 的 间隔 都 包含 着 无 穷 多 个 部 分 这 
一 假定 。 数学 分 析 已 经 证 明 ,无穷 集合 的 概念 不 是 自 相 
秘 盾 的 ; 这 里 的 困难 也 象 前 两 个 疑难 的 情况 一 样 , 是 由 于 
不 能 直观 地 看 出 连续 统 和 无 穷 集 合 的 性 质 。.@ 

从 广义 来 说 , 不 存在 不 能 解决 的 问题 ; 只 是 由 于 人 们 
的 感 党 含糊 不 清 ， 不 能 作出 适当 的 说 明 而 已 。 这 就 是 希 
幢 思 潮 中 芝 诺 疑难 的 情况 ， 有 关 的 概念 尚未 得 到 精确 表 
达 , 因而 就 无 法 解决 那些 困难 。 很 清楚 , 要 解答 芝 诺 疑难 
必须 具有 连续 .极限 和 无 限 集合 等 抽象 的 概念 (它们 都 是 
与 数 有 关 的 )， 而 这 些 概念 在 希腊 人 那 时 却 还 没有 产生 ， 
而 且 事实 上 也 决 不 可 能 产生 一 一 虽然 我 们 将 看 到 柏拉图 
和 阿 基 米 德 偶尔 曾 致力 于 类 似 的 观点 。 和 希腊 人 之 所 以 如 
此 , 可 能 是 由 于 不 能 分 清 感性 世界 与 理性 世界 .直观 与 
辑 的 结果 , 正如 上 面 说 过 的 毕 达 哥 拉 斯 学 派 的 情况 那样 。 
因此 , 对 他 们 说 来 , 数学 不 是 各 种 可 能 关系 的 科学 ,而 只 
是 对 于 他 们 认为 存在 于 自然 界 的 各 种 现象 的 研究 。 

希腊 数学 家 由 于 不 可 能 用 清晰 的 方式 去 解答 芝 诺 的 
疑难 , 就 不 得 不 放弃 对 运动 和 可 变性 的 现象 作 定量 解释 。 
这 样 一 来 , 结果 不 是 局 限于 形而上学 的 思辨, 如 替 拉 克利 
特 的 著作 中 所 表现 的 , 就 是 局 限于 定性 的 描述 , 如 亚 里 士 
多 德 的 物理 学 中 所 表现 的 。 在 希腊 数学 中 取得 地 位 的 ， 
只 有 静态 的 光学 .力学 和 天 文学 , 经 院 哲 学 家 和 早期 的 近 
代 科 学 家 才 建 立 起 定量 的 动力 学 。 芝 诺 的 疑难 和 不 可 公 
度 的 困难 , 又 给 了 数学 以 更 一 般 的 影响 : 为 了 逐 辑 的 精确 
”@ 数学 上 是 怎样 解决 艺 诺 疑难 的 , 可 以 看 伯 特 兰 ， 罗素 的 数学 原理 
和 zx 我 们 对 外 部 世界 的 认识 ys 
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性 ， 就 必须 放弃 毕 达 哥 拉 斯 学 派 把 数 的 领域 跟 几 何 学 的 
领域 等 同 起 来 这 种 未 成 功 的 努力 ， 也 要 放弃 德 谎 克 利 特 
学 派 用 离散 说 明 连 续 这 种 先天 不 足 的 尝试 。 可 是 ， 要 令 
人 满意 地 说 明 自 然 界 与 几何 学 的 领域 (这 两 种 范围 对 希 
骂人 来 说 是 没有 本 质 上 的 区 别 的 ), 不 把 它们 纳入 离散 的 
多 样 性 的 结构 之 中 ， 不 用 数 去 将 感觉 所 得 的 错综复杂 的 
印象 如 以 整理 , 不 把 性 质 不 同 的 对 象 从 各 方面 加 以 比较 ， 
那 毕 竞 是 不 可 能 的 。 思 想 本 身 只 能 来 自 多 样 的 对 象 。 因 
此 ， 离 散 的 概念 在 几何 学 的 研究 中 不 能 完全 排除 。 连续 
性 应 当 用 不 断 分 割 来 解释 ， 也 就 是 说 ,用 离散 来 解释 , 虽 
然 从 希腊 的 观点 来 看 ， 前 者 在 逻辑 上 不 能 和 后 者 等 同 起 
来 。 和 希腊 几何 学 中 用 了 不 断 分 割 的 方法 而 能 不 失 其 逻辑 
严密 性 ， 其 聪明 机 智 可 从 下 文 的 穷竭 法 中 看 出 。 这 种 方 
法 并 非 在 意大利 , 而 是 在 希腊 本 土 及 其 周围 发 展 起 来 的 ， 
那些 地 方 是 毕 达 哥 拉 斯 学 派 瓦解 后 该 派 的 许多 学 者 们 足 
迹 所 到 之 处 。 在 公元 前 五 世纪 初 ， 芝 诺 也 在 希腊 文化 和 
数学 兴起 的 中 心 雅典 住 过 一 个 时 期 ， 据 说 当时 这 个 城市 
的 黄金 时 代 的 行政 长 官 伯 里 克利 就 是 他 的 听讲 者 之 一 。 

雅典 的 大 哲学 家 柏拉图 虽然 说 不 上 是 一 个 数学 家 ， 
但 对 几何 学 的 问题 也 很 熟悉 ， 并 且 表 现 出 很 大 的 兴趣 。 
他 在 数学 上 可 能 并 没有 什么 独创 的 贡献 ， 可 是 由 于 他 巨 
大 的 热忱 ,他 对 这 学 科 有 所 推进 。 据说 他 特别 注意 几何 
学 的 原理 一 一 如 假设 、 定 义 、 方 法 等 .0 因此 ， 他 特别 在 


@ 有 人 认为 , 在 其 它 工作 中 , 解析 方法 的 公式 化 以 及 欧 几 里 得 几何 中 
限 用 直 斥 圆规 作 图 的 规定 ， 也 是 柏拉图 提出 的 。 汉 克 尔 (< 古代 和 中 世纪 数 
学 史 六 第 基 6 页 ) 认为 这 种 规定 是 柏拉图 提出 的 , 但 T. 工 * 希 思 (< 希腊 数学 
史 罗 卷 工 第 388 页 ) 把 时 间 推 得 更 早 。 
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后 来 导致 微 积 分 的 那些 疑难 问题 的 研究 上 化 了 不 少 功 
夫 。 在 他 的 对 话 集中 ,他 曾 谈 到 数 的 性 质 及 其 对 几何 的 
关系 这 个 毕 达 哥 拉 斯 学 派 的 问题 .不 可 公 度 的 难题 、 芝 诺 ， 
的 疑难 、 德 席 克 利 特 的 不 可 分 量 问题 和 连续 性 问题 。 
柏拉图 似乎 已 经 意识 到 算术 和 几何 之 间 存 在 的 鸿 
沟 。 有 人 曾经 推测 ， 他 可 能 试图 根据 他 关于 数 的 概念 以 
及 在 一 个 相当 于 十 九 世纪 独立 于 几何 而 制定 的 那 种 坚实 
的 公理 的 基础 上 建立 的 算术 ， 在 鸿沟 上 架 起 桥 来 ， 但 我 
们 还 不 能 肯定 这 一 点 ， 因 为 这 种 思想 在 他 公开 的 文章 中 
并 未 有 所 表示 ,他 的 继承 者 在 这 方面 也 毫 无 进展 。 假使 
柏拉图 确 曾 在 这 个 意义 上 作 过 数学 算术 化 的 尝试 ， 那 未 
他 在 古代 是 后 无 来 者 的 。 这 一 问题 最 后 是 留待 近代 数学 
分 析 来 解决 。 我 们 将 发 现 亚 里 士 多 德 的 思想 ， 眼 这 种 观 
点 是 背道而驰 的 。 有 人 还 认为 ， 正 因为 柏拉图 的 思想 为 
亚 里 士 多 德 在 论战 中 所 极力 反对 ， 所 以 欧 岂 里 得 甚至 根 
“本 不 提 它 。 诚然 ， 在 欧 玫 里 得 著作 中 的 确 找 不 到 这 种 把 
- 算术 和 拖 何 联系 起 来 的 观点 的 痕迹 ， 但 是 单 任 这 一 点 还 
不 能 下 结论 说 ， 亚 里 士 多 德 的 权威 将 柏拉图 学 派 想 要 完 
成 的 改革 压抑 了 两 千年 之 久 。 不 论 是 力学 还 是 算术 , 坚 
实 的 基础 必须 建立 在 极限 的 概念 上 , 一 一 这 个 概念 在 柏 
拉 图 的 大 量 著作 和 他 的 继承 者 们 的 著作 中 都 未 见 提 到 。 
相反 ， 柏 拉 图 主义 者 想 要 发 展 的 倒是 不 可 分 量 或 固定 无 
限 小 量 这 一 扑朔迷离 的 观念 ， 这 种 观念 随 着 近代 分 析 的 
算术 化 早 就 被 否定 了 。 
柏拉图 显然 没有 直接 去 回答 有 关 不 可 公 度 或 芝 诺 疑 
难 的 困难 问题 ， 不 过 他 对 毕 达 哥 拉 斯 学 派 的 无 限 的 概念 
2 81 ， 


和 作为 具有 位 置 的 单元 的 单子 的 概念 以 及 德 席 克利 特 的 
原子 论 ， 都 表示 过 反对 意见 。 他 虽 深 受 这 两 个 学 派 的 影 
响 , 但 显然 感到 他 们 的 观点 太 偏重 于 感性 经 验 的 结果 了 。 
柏拉图 对 真实 的 判定 标准 只 要 求 思想 上 的 合理 性 ， 而 不 
管 是 否 能 与 经 验 相 容 。 在 他 看 来 ,正如 在 毕 达 哥 拉 斯 学 
派 看 来 一 样 , 数学 与 科学 无 需 加 以 区 别 , 两 者 都 是 从 明显 
的 初始 原理 进行 演绎 的 结果 。 毕 达 哥 拉 斯 学 派 的 单子 论 
和 德 席 克利 特 的 数学 原子 论 , 都 认为 线 有 厚度 , 这 对 柏 拉 
图 而 言 ， 恐 怕 是 过 于 诉 诸 唯物 论 的 感性 经 验 而 无 法 适用 
的 ; 因此 他 就 求助 于 高 度 抽象 的 “无 限 者 ” (apeiron) 或 
“无 界 不 定 者 ” (unbounded indeterminate) 这 就 是 爱 奥 
尼 亚 哲 学 家 阿 那 克 西 曼 德 的 永恒 运动 着 的 无 限 ， 阿 那 克 
西 曼 德 用 它 来 反对 素 勒 斯 的 有 欠 精 细 的 说 法 一 一 水 这 个 
具体 物质 元 素 是 万 物 的 本 原 。 据 柏拉图 的 意见 ,连续 量 
与 其 把 它 看 作 由 不 可 分 量 的 集合 (不 论 怎么 大 ) 所 组 成 ， 
不 如 认为 是 由 无 限 者 的 流动 所 生成 。 这 个 观点 表现 出 连 
续 与 离散 的 融合 , 颇 有 点 相似 于 布 劳 威 尔 的 近代 直观 论 。 
无 限 小 显然 不 是 由 继续 不 断 的 分 割 来 得 到 ， 而 大 概 是 被 
看 作 跟 莱 布 尼 茨 的 生成 中 的 无 限 小 或 者 十 九 世 纪 唯 心 主 
义 哲 学 中 出 现 的 “在 增加 中 的 ” 无 限 小 量 相 类 似 的 概念 。 
在 数学 中 已 经 发 现 ， 要 使 无 限 小 量 从 属于 建立 在 微 积分 
的 逻辑 基础 上 的 导数 概念 ， 上 述 两 种 观点 都 是 非 抛 弃 不 
可 的 。 不 过 , 在 微 积 分 初创 时 , 无 限 小 观念 还 是 表现 出 很 
有 启发 意义 的 。 正如 牛顿 在 两 千 多 年 后 所 说 ， 把 它 应 用 
于 我 们 对 运动 的 直观 上 ， 就 把 德 度 克利 特 和 以 后 的 卡 互 
列 里 的 数学 原子 论 学 说 的 粗糙 感 消除 殖 尽 了 。 这 种 粗糙 
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性 , 势必 造成 轻 没有 严密 的 合乎 逻辑 的 定义 , 又 不 能 给 出 
清楚 的 感性 的 解释 ; 这 两 者 正 是 柏拉图 所 欠缺 的 .@ 

数学 “不 与 实践 紧密 联系 就 不 能 向 前 发 展 "， 持 有 这 
种 信念 的 人 很 多 ,但 这 种 说 法 难以 证 实 。 数学 和 哲学 的 
结合 , 例如 在 柏拉图 笛 卡 儿 和 菜 布 尼 茨 的 工作 中 所 表现 
的 , 跟 阿 基 米 德 .伽利略 和 牛顿 把 数学 思想 和 科学 思想 融 
合 起 来 的 做 法 相 比 较 ， 对 新 的 发 展 ， 可 能 有 同样 的 价值 。 
柏拉图 思想 对 于 诉 诸 感觉 经 验 的 基础 置之不理 ， 这 一 
点 一 一 从 科学 的 观点 来 看 不 是 没有 理由 地 一 一 曾 被 认为 
是 “大 不 地 ”。 但 另 一 方面 ,他 的 观点 的 进一步 发 展 , 却 对 
数学 一 一 它 感 兴趣 的 只 是 逻辑 上 可 容 考 虑 的 各 种 关系 ， 
而 不 是 人 们 认为 在 自然 界 能 得 到 实现 的 那些 关系 一 一 给 
了 予 一 种 广泛 的 灵活 性 以 及 对 感性 世界 的 独立 性 ， 它 们 对 
微 积 分 概念 的 最 终 形成 是 极为 重要 的 。 因 此 ， 在 广义 的 
意义 上 , 我 们 可 以 说 “我 们 从 柏拉图 本 人 的 著作 中 知道 ， 
是 他 找 出 了 直接 导致 发 现 微 积分 的 那些 问题 的 解决 办 
法 。" 不 过 要 是 说 “处 在 柏拉图 跟 微 积分 的 发 现 者 牛顿 和 
莱 布 尼 茨 之 间 的 , 其 实 只 不 过 四 、 五 个 数学 发 现 家 ?, 这 就 
太 过 分 了 。 我 们 将 会 看 到 ， 微 积分 是 漫长 的 一 系列 数学 
思想 演变 的 结果 ， 是 经 过 很 多 思想 家 的 艰苦 努力 才 千 渐 
发 展 起 来 的 。 

连续 性 和 无 限 小 量 的 学 说 ， 没 有 沿 着 柏拉图 模糊 地 
指出 的 那 条 抽象 的 路 线 发 展 下 去 ， 这 可 能 是 由 于 希腊 数 
学 中 缺乏 数 的 一 般 概 念 ， 因 而 也 缺乏 作为 这 些 理 论 的 犀 


。。 @ 芍 候 (< 无 限 小 运算 史 ?， 第 152 页 声称 在 柏拉图 那里 我 们 第 一 次 
看 到 了 清晰 的 无 限 小 量 观念 。 不 过 很 难看 出 这 种 说 法 根据 何在 。 
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辑 基 础 的 连续 代数 变量 概念 的 缘故 。 柏 拉 图 曾 提 出 但 从 
未 明确 定义 过 的 抽象 的 理想 化 之 所 以 被 忽视 ， 一 定 程 度 
上 也 可 能 是 由 于 亚 里 士 多 德 及 道 遥 派 提出 归纳 法 的 科学 
观点 与 之 相对 立 的 缘故 。 亚 里 士 多 德 的 思想 并 未 破坏 希 
腊 几 何 学 严格 演绎 的 性 质 ， 而 且 可 能 是 把 那 种 言 必 有 据 
的 特色 在 希腊 数学 中 保存 了 下 来 ， 这 种 特色 可 以 在 欧 几 
里 得 的 著作 中 找到 ， 它 曾 对 微 积分 的 早期 发 展 以 及 柏 拉 
图 的 思辨 的 形而上学 倾向 起 了 阻碍 作用 。 

虽然 柏拉图 没有 解决 毕 达 哥 拉 斯 学 派 和 德 席 克 利 特 
所 遇 到 的 困难 ， 但 他 猛烈 择 击 人 们 在 这 些 流 行 于 希腊 的 
问题 上 的 无 知 ， 促 使 他 的 同伴 们 对 它们 从 事 研 究 。 据说 
他 曾 向 依 多 克 索 提出 过 一 些 立 体 几 何 的 问题 ， 后 来 证 明 
它们 对 微 积分 的 产生 是 特别 有 启发 意义 的 。 依 多 克 索 对 
棱锥 和 圆锥 的 体积 的 定理 (前 此 德 谎 克 利 特 曾 有 令 述 , 但 
未 证 明 ) 给 出 了 证 明 ， 从 而 得 出 了 他 那 有 名 的 一 般 化 的 
穷竭 法 和 比例 的 定义 。 依 多 克 索 的 成 就 ， 是 一 个 绝 无 玄 
奥 神 秘 之 感 的 、 同 时 又 是 一 个 科学 家 的 数学 家 所 能 得 到 
的 成 就 。 它 们 完全 建立 在 有 限 的 . 直观 上 清晰 的 、 逻辑 上 
严密 的 观念 的 基础 之 上 。 我 们 下 面 会 看 到 ， 以 后 欧 几 里 
得 的 工作 , 从 方法 到 精神 , 主要 得 益 于 依 多 克 索 而 并 非 柏 
拉 图 。 

我 们 已 经 看 到 ， 毕 达 哥 拉 斯 的 比例 理论 并 不 适用 于 
一 切线 段 , 许多 线段 都 是 不 可 公 度 的 , 德 席 克利 特 的 无 限 
小 观念 在 逻辑 上 也 是 站 不 住 脚 的 。 依 多 克 索 提出 了 回避 
这 些 困难 的 办 法 。 他 在 他 的 比例 论 和 穷竭 法 中 给 出 的 办 
法 跟 我 们 今天 关于 数 和 极限 的 概念 并 不 相干 ， 而 只 是 一 
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些 迁 回 曲 折 绕 过 这 些 概念 的 途径 ， 可 是 它们 使 希腊 人 有 
可 能 满怀 信心 地 对 那些 日 后 见于 微 积 分 中 的 问题 进行 研 
究 , 因而 还 是 有 意义 的 。 

毕 达 哥 拉 斯 学 派 的 比例 概念 是 对 几何 量 和 整数 赋予 
同一 性 的 结果 。 例 如 ， 两 条 线段 各 自 所 含 单位 的 〈 整 ) 数 
之 比 ， 就 作为 它们 相互 之 比 。 自从 发 现 某 些 线段 间 不 能 
公 度 以 后 ， 这 个 定义 不 能 普遍 应 用 了 。 于 是 依 多 克 索 就 
代 之 以 一 种 更 一 般 的 定义 ， 它 不 一 定 要 求 比 式 的 两 项 都 
是 ( 整 ) 数 ， 只 要 比例 中 的 四 项 全 是 几何 量 就 行 ， 这 样 也 
就 无 需 扩充 毕 达 哥 拉 斯 学 派 的 数 的 概念 了 。 欧 几 里 得 叙 
述 依 多 克 索 的 定义 如 下 , “ 设 有 四 个 量 之 间 的 两 个 比 式 ; 
第 一 量 对 第 二 量 之 比 和 第 三 量 对 第 四 量 之 比 ， 若 对 第 一 
量 和 第 三 量 同 乘 以 任 一 倍数 ， 对 第 二 量 和 第 四 量 也 同 乘 
以 任 一 倍数 , 结果 前 一 比 式 扩大 或 缩小 了 多 少 , 后 一 比 式 
也 同样 扩大 或 缩小 多 少 , 前 者 不 变 ,， 后 者 也 不 变 , 则 称 两 
比 式 的 值 相等 ”这 样 的 比例 论 只 牵涉 到 几何 量 和 它们 
的 整数 倍 ， 因 此 不 需要 有 理 数 或 无 理 数 的 一 般 性 定义 。 
有 意思 的 是 , 随 着 以 后 数学 分 析 的 发 展 , 比 的 概念 变 得 跟 
毕 达 哥 拉 斯 学 派 的 算术 形式 很 相 象 ， 跟 依 多 克 索 的 几何 
形式 却 是 不 很 相 象 。 现在 , 即使 比值 已 经 不 能 用 两 个 整 
数 之 商 来 表示 ， 我 们 仍 用 一 个 数 或 符号 来 表示 它 ， 例 如 ， 
z 或 6。 虽 然 侈 多 克 索 不 象 我 们 一 样 把 两 个 不 能 公 度 的 
量 的 比值 当 作 一 个 数 ， 可 是 他 的 比 的 定义 里 实际 上 已 体 
现 了 近代 实数 理论 的 有 序数 观念 。 至 于 说 它 “ 眼 魏 尔 斯 特 
拉 斯 所 给 的 数 的 一 般 性 定义 完全 相同 ?， 我 们 将 看 到 , 无 
论 在 字面 上 或 含义 上 都 是 不 正确 的 。 相 反 地 依 多 克 索 所 
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用 的 ， 是 一 种 避免 用 到 魏 尔 斯 特 拉 斯 所 需 的 那 种 算术 定 
义 的 方法 。 

跟 比例 论 的 情况 一 样 ， 依 多 克 索 在 穷竭 法 中 也 奔 而 
不 用 数字 的 概念 。 长 度 、 面 积 和 体积 现在 在 数学 中 都 审 
慎 地 定义 为 数值 实体 。 毕 达 哥 拉 斯 学 派 时 期 以 后 ， 经 典 
的 希腊 数学 中 已 不 再 作 使 数 与 几何 量 等 同 起 来 的 尝试 。 
结果 , 长 度 、 面 积 、 体 积 就 不 可 能 有 严格 的 一 般 定义 ， 对 
这 些 量 的 意义 只 能 赁 直观 去 意 会 。“ 一 个 圆 的 面积 是 什 
么 ?” 这 样 的 问题 ， 对 希腊 几何 学 家 来 说 是 没有 意义 的 。 
“两 个 圆 的 面积 之 比 是 什么 ?” 上 只 有 这 样 的 提 法 才 是 合法 
的 ， 而 它 的 回答 可 用 几何 形式 来 表达 :“ 等 于 分 别 以 两 圆 
直径 为 边 的 两 个 正方 形 面 积 之 比 ?。 正 方形 和 圆 彼此 不 
能 公 度 ， 这 一 点 并 不 妨碍 它们 在 依 多 克 索 的 一 般 定义 下 
成 为 同一 比例 式 的 两 端 ; 可 是 , 若 要 证 明 这 个 比例 式 , 在 
这 种 情况 下 就 得 把 正方 形 与 正方 形 . 圆 与 圆 进行 比较 。 

毕 达 哥 拉 斯 学 派 的 面积 贴 合 的 老 方法 显然 不 能 应 用 
于 圆 的 情况 ， 于 是 依 多 克 索 求助 于 诡辩 哲学 家 安 提 芬 和 ， 
比 他 稍 后 的 布 赖 索 曾 经 先后 提出 过 的 一 种 想法 。 后 面 这 
两 位 , 在 圆 内 作 一 内 接 正 多 边 形 后 ,不断 将 其 边 数 倍增 ， 
看 来 似乎 是 指望 得 到 一 个 跟 圆 重合 的 多 边 形 , 从 而 来 “ 穷 
竭 圆 的 面积 的 。 可 是 , 应 该 记 住 , 安 提 芬 (以 及 以 后 的 布 
赖 索 ) 到 底 是 个 什么 意思 , 我 们 不 得 而 知 。 照 有 一 种 说 法 ， 
安 提 芬 的 方法 跟 当 时 依 多 克 索 的 方法 ( 见 欧 几 里 得 , 卷 
入 于， 2 以 及 我 们 今天 把 圆 作为 这 样 一 个 内 接 多 边 形 的 
极限 的 概念 都 是 相同 的 , 只 是 所 用 的 术语 不 同 而 已 。 这 
个 说 法 是 不 确切 的 。 假 如 说 安 提 芬 曾 考虑 过 不 断 两 分 以 
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至 无 穷 的 方法 , 那 末 , 我 们 将 会 看 到 ， 他 是 不 会 跟 依 多 克 
索 和 欧 儿 里 得 有 相同 的 思考 方法 的 。 另 一 方面 ,假如 说 
他 并 不 想 不 断 分 割 以 至 无 穷 , 而 只 是 到 足够 的 近似 程度 ， 
那么 他 就 不 可 能 有 我 们 今天 的 极限 观念 。 不 仅 如 此 , 我 
们 的 极限 概念 是 数量 的 ， 而 安 提 芬 和 欧 几 里 得 的 观念 都 
是 纯 几 何 的 。 

布 赖 索 采用 了 安 提 芬 的 设想 ， 而 且 不 仅 在 圆 内 作 内 
接 多 边 形 , 还 在 圆 外 作 外 切 多 边 形 , 他 说 , 不 断 进 行 两 分 
的 结果 , 圆 就 将 成 为 内 接 多 边 形 与 外 切 多 边 形 的 平均 值 。 
不 过 , 他 的 这 种 说 法 我 们 还 是 不 能 明确 了 解 ,所 以 也 说 不 
清 他 是 什么 意思 。 有 人 提出 过 一 些 解释 ， 说 什么 从 布 赖 
索 的 著作 中 已 经 可 以 看 到 “ 戴 德 金 分 割 ” 的 概念 或 格 奥 
尔格 * 康 托 尔 的 连续 统 概 念 , 这 种 说 法 是 没有 根据 的 。 不 
过 , 布 赖 索 的 想法 经 依 多 克 索 加 以 发 展 后 , 确 已 成 了 一 种 
处 理 关于 两 个 不 同 的 、 蜡 质 的 或 不 可 公 度 的 量 的 问题 的 
严格 论证 形式 ,对 这 种 问题 , 任 直 观 已 看 不 清楚 这 个 量 怎 
样 变 到 那个 量 , 而 这 是 使 比较 成 为 可 能 所 必需 的 。 

依 多 克 索 提出 的 方法 后 来 以 穷 渴 法 得 名 。 作 为 这 一 
方法 基础 的 那个 原理 ， 一 般 称 为 阿 基 米 德 预备 定理 或 公 
设 ， 虽 然 这 位 人 氢 拉 古 的 大 数学 家 本 人 把 它 归 功 于 依 多 克 
索 ， 但 可 能 更 早 些 时 候 的 丘 斯 的 希 波 克 拉 底 就 已 经 对 它 
作 过 冰 述 。 这 条 公理 ( 匈 欧 几 里 得 ， 卷 入 ,1 说， 已 知 两 
个 不 等 量 (当然 两 者 都 不 等 于 零 , 因为 对 希腊 人 来 说 , 零 
不 是 一 个 数 , 也 不 是 一 个 量 )，“ 如 从 较 大 的 量 减 去 大 于 其 
一 半 的 量 ， 再 从 余下 的 量 中 减 去 大 于 其 一 半 的 量 ， 这 样 
一 直 继 续 下 去 ， 总 可 使 某 一 余下 的 量 小 于 已 知 的 较 小 的 
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量 *”。 这 个 定义 (其 中 的 一 半 , 当然 可 以 用 任何 比 来 代替 ) 
使 希腊 几何 学 的 所 有 论证 中 一 概 排斥 了 无 限 小 量 ， 当 然 
我 们 将 看 到 ， 这 个 被 排除 的 观念 偶尔 也 还 进入 希腊 人 的 
思想 中 作为 探索 之 助 。 反 复 运 用 阿 基 米 德 公 理 所 指 出 的 
步 又 ,余下 的 量 我 们 需要 它 多 人 么 小 就 可 以 多 么 小 ， 因 此 ， 
估 多 克 索 所 引进 的 方法 后 来 就 被 称 为 穷竭 法 。 但 要 注意 ， 
穷竭 一 词 直到 十 七 世纪 才 被 运用 ， 那 时 的 数学 家 们 烟 有 
点 含糊 地 ,不 加 鉴别 地 应 用 这 个 词 , 它 既 表示 古 希 腊 的 方 
法 , 又 表示 他 们 自己 的 新 方法 , 这 个 新 方法 直接 导致 了 微 
积分 , 而 且 确 实 “ 穷 蝎 ?了 量 。 

可 是 希腊 的 数学 家 们 从 未 象 我 们 现在 取 极 限 那 样 ， 
把 上 面 讲 过 的 步骤 真正 进行 到 无 穷 。 只 是 有 了 现在 的 极 
限 概 念 ， 我 们 才能 把 面积 或 体积 解释 为 是 由 这 样 得 到 的 
无 穷 数 列 所 真正 穷竭， 或 至 少 是 由 它 所 定义 的 。 在 希腊 
人 的 思想 中 ， 和 总 还 有 一 个 剩余 的 量 (虽然 可 以 做 到 任意 
小 ), 所 以 这 方法 永远 也 不 能 超越 直观 上 清晰 的 理解 。 举 
个 简单 的 例子 也 许 会 有 助 于 把 这 种 方法 的 实质 弄 清楚 。 
欧 几 里 得 , 卷 XII，2 中 记 说 的 定理 就 可 以 作为 合适 的 例 
子 , 那 就 是 两 个 圆 的 面积 跟 它 们 的 直径 的 平方 成 比例 。 它 
的 证 明 如 下 : 令 两 圆 的 面积 分 别 为 4 和 w 它们 的 直径 分 
别 为 卫 和 4%。 如 果 比 例 式 w:4= 吧 :D2 不 成 立 ， 那 么 令 
& :4= 吧 :D2 其 中 必 为 另 一 个 比 % 大 (或 小 ) 的 圆 的 面 
积 。 设 % 小 于 ， 则 我 们 可 以 在 面积 为 & 的 圆 内 作 一 面 
积 为 2 的 内 接 多 边 形 ， 使 2 大 于 w 而 小 于 w。 根 据 穷 竟 
法 的 原理 ( 欧 几 里 得 , 卷 X, 1) ， 从 一 个 量 (譬如 面积 w 与 
2% 之 差 ) 中 减 去 超过 它 的 一 半 的 量 , 再 从 差 中 减 去 超过 一 
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半 的 量 , 如 此 进行 下 去 ,最 后 可 使 差 小 于 任 一 指定 的 量 。 
设 在 面积 为 4 的 圆 内 作 相似 的 内 接 多 边 形 , 其 面积 为 刀 
则 := 玫 :天 =w :4 但 因 2>w， 所 以 有 > 4 而 这 是 
不 合理 的 ， 因 为 多 边 形 是 内 接 于 圆 的 。 同 理 可 以 证 明 
&>a 的 假设 也 会 导致 矛盾 。 因 此 , 定理 成 立 。 

穷竭 法 虽然 在 许多 方面 都 跟 现 在 微 积分 中 用 于 证 明 
极限 存在 性 的 论证 形式 一 样 ， 但 并 不 表示 包括 在 求 极限 
过 程 中 的 观点 。 和 希腊 的 穷竭 法 仅 处 理 连 续 量 ， 记 以 是 纯 
几何 的 ， 因 为 当时 对 算术 的 连续 量 还 缺乏 了 解 。 在 这 种 
情况 下 ， 就 必然 要 以 空间 的 连续 性 观念 一 一 也 即 以 一 种 
直观 作为 根据 , 它 排斥 空间 的 任何 终极 不 可 分 部 分 , 或 者 
线段 在 膀 想 中 进行 分 割 的 极限 。 内 接 多 边 形 可 以 接近 于 
圆 ， 要 多 么 接近 就 可 以 多 么 接近 , 可 是 永远 不 能 成 为 圆 ， 
否则 就 意味 着 将 边 平分 的 过 程 会 有 一 个 尽头 。 当然 , 应 
用 穷竭 法 时 并 不 需要 使 两 者 完全 重合 。 根 据 归 请 法 的 论 
证 方法 , 就 可 以 证 明 , 某 比 式 大 于 或 小 于 等 量 之 比 是 跟 差 
可 使 之 三 意 小 的 原理 相 矛 盾 的 。 

作 多 克 索 的 论证 每 一 步 都 诉 诸 空间 直观 ， 分 割 过 程 
中 根本 不 用 象 一 个 有 无 穷 边 数 的 多 边 形 ( 即 一 个 最 终 跟 
圆 重 合 的 多 边 形 ) 这 样 含混 不 清 的 概念 。 他 没有 引进 新 
的 概念 , 曲线 和 直线 之 间 的 空隙 并 未 由 直觉 来 加 以 填补 。 
依 多 克 索 不 再 依靠 为 先前 模糊 的 想象 所 祈求 的 、 在 逻辑 
上 自 相 矛盾 的 无 限 小 量 , 而 是 将 曲线 和 直线 ,无 理 数 和 有 
理 数 加 以 比较 , 天 才 地 证 明了 某 些 几何 定理 。 

穷竭 法 中 所 用 的 论证 , 并 没有 逻辑 上 的 困难 , 可 是 应 
用 上 的 麻烦 ， 却 迫使 后 来 的 数学 家 们 去 寻求 一 种 更 为 直 
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接 的 方法 , 来 解决 可 用 上 述 方法 解决 的 问题 。 可 是 , 将 穷 
竟 法 标榜 为 “一 种 完善 的 微分 算法 ?是 错误 的 。 的 确 , 用 
到 这 种 方法 的 问题 就 是 导致 徽 积 分 的 那些 问题 。 但 是 可 
以 这 么 说 , 因为 这 种 方法 着 眼 于 解释 的 综合 形式 , 而 不 是 
发 明 的 解析 工具 ， 它 确实 没有 使 人 们 去 注意 发 现 一 种 与 
之 相当 的 算法 。 它 代 表 了 一 种 老式 的 证 明 型 式 ， 而 希腊 
数学 家 从 未 把 它 发 展 成 配 有 一 套 记 号 的 、 简 明 易 懂 的 算 
法 。 事 实 上 古代 数学 家 从 来 没有 在 这 个 方向 上 迈 出 过 一 
步 : 他 们 并 没有 把 这 个 方法 的 原理 形成 一 般 的 定理 , 以 代 
赫 到 处 应 用 的 双重 归 雇 法 的 论证 。 

寻找 一 些 方法 来 将 先前 令 人 生 厌 的 宛 长 方法 加 以 简 
化 , 这 跟 微 积分 在 十 七 世纪 之 得 以 发 展 起 来 , 是 大 有 关系 
的 。 探索 微 积分 的 发 展 历史 是 本 书 的 目的 ; 不 过 在 这 里 
先 将 微 积分 的 基本 概念 一 一 无 穷 数列 的 极限 一 一 的 性 质 
跟 穷 竟 法 所 显示 的 观点 作 一 比较 ， 来 为 最 后 的 严格 表达 
形式 留 下 个 伏笔 , 应 该 是 适当 的 。 

无 穷 数列 户 ，Pe，…， 环 ，… (其 中 各 项 表示 如 上 述 
定理 中 的 内 接 多 边 形 的 面积 ) 的 极限 C， 在 引言 中 是 这 
样 定义 的 : 对 于 给 定 的 任 一 正 数 s， 我 们 能 找到 一 个 正 整 
数 砍 使 w>X 时 1C- 书 | <e 成 立 。 在 这 里 ， 穷 竟 法 的 
对 空间 的 直观 ， 连 同 它 所 贴 合 的 面积 、 无 穷 分 割 和 归 廖 
法 论证 ， 为 形式 逻辑 和 数 ， 即 用 无 穷 有 序 正 整 数 集 作 出 
的 定义 所 代替 。 穷竭 法 对 应 于 一 种 直观 概念 , 用 人 们 头 
脑 里 的 感觉 世界 图 景 来 描述 。 而 极限 观念 则 可 以 认为 是 
用 一 种 语言 描述 的 概念 , 它 是 用 词 和 符号 一 一 诸如 数 、 无 
穷 数列 、 小 于 、 大 于 等 一 一 来 说 明 的 , 跟 人 们 心目 中 的 任 
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何 形象 无 关 ， 而 只 跟 用 原始 的 不 加 定义 的 元 素 所 作出 的 
定义 有 关 。 这 种 极限 概念 不 应 因此 看 作 是 不 可 名 状 的 ; 
其 中 并 没有 什么 脱离 经 验 以 外 的 东西 ， 只 不 过 是 不 再 去 
诉 诸 直 观 或 感性 知觉 而 已 。 就 象 穷 竟 法 那样 ， 它 使 我 们 
`、 对 连续 性 的 模糊 的 ,本 能 的 感觉 , 升华 到 有 可 能 描绘 出 曲 
线 与 直线 之 间或 者 有 理 量 与 无 理 量 之 间 的 间 中 是 如 何 衔 
接 起 来 的 ， 而 这 样 的 做 法 中 有 关 的 巡 辑 推理 完全 无 关 。 
不 能 因此 就 把 极限 C 看 作 一 个 纯 属 诡辩 .不 可 提 摸 , 然而 
多 少 又 跟 其 它 同类 量 确实 发 生 关系 的 量 ， 也 不 能 看 作 无 
穷 数 列 的 末 项 。 它 仅仅 是 具有 定义 中 所 说 的 性 质 的 一 个 
数 。 我 们 应 该 牢记 , 极限 概念 的 轮廓 虽 在 古代 数学 史 中 
已 经 出 现 ， 但 这 一 概念 严格 的 表达 在 十 九 世纪 以 前 还 不 
曾 问世 一 一 当然 更 不 可 能 见 之 于 希腊 的 穷竭 法 中 。@ 
依 多 克 索 的 数学 工作 中 对 柏拉图 主义 的 形而上学 观 
点 的 明显 突破 ， 还 可 以 从 另 一 个 人 的 哲学 思想 中 同样 清 
楚 地 看 到 。 这 个 人 就 是 随 柏 拉 图 学 习 了 二 十 年 而 以 “学 
派 的 智 于 ” 著 称 的 亚 里 士 多 德 。 他 兼 收 并 车 ， 得 益 于 前 
人 , 结果 他 虽然 主要 地 不 是 数学 家 , 但 对 希腊 数学 的 难题 
和 成 果 , 包括 穷竭 法 ， 都 很 熟悉 。 他 写 过 一 本 《 论 毕 达 哥 
拉 斯 ?的 著作 〈 现 已 失传 )， 相 当 详 尽 地 讨论 了 芝 诺 疑难 ， 
他 经 常 提 到 德 席 克 利 特 的 数学 和 科学 (虽然 总 是 不 同意 
他 的 意见 )， 对 柏拉图 的 思想 了 解 很 精湛 ， 也 熟知 依 多 克 
索 的 工作 。 尽管 亚 里 士 多 德 在 数学 方面 很 有 才能 ， 并 常 
在 解释 中 应 用 几何 , 但 他 对 我 们 提 到 的 那些 问题 的 研究 ， 
@@ 米 约 (《 几 何 哲学 家 ?, 第 182 页 ) 认 为 做 多 克 索 已 将 贺 看 作 多 边 形 的 
极限 , 但 这 不 可 能 是 今天 所 用 极限 一 词 的 含义 。 
。， 人生 ， 


就 其 用 归纳 方法 来 作 描述 这 个 意义 来 说 ， 本 质 上 还 是 科 
学 的 。 他 还 进一步 用 语法 直观 主义 代替 了 柏拉图 的 数学 
理性 主义 。 虽 然 他 也 意识 到 数学 的 对 象 并 不 是 感性 经 验 
的 对 象 ， 证 明 中 应 用 的 图 形 只 是 为 了 说 明 问题 而 不 能 作 
为 推理 , 但 他 的 基本 倾向 是 在 依靠 逻辑 的 同时 , 更 大 力 依 
车 感 官 的 直接 印象 ， 而 对 感觉 能 力 所 不 能 及 的 抽象 和 外 
推 是 不 喜欢 的 。 结果 ， 他 不 象 柏 拉 图 那样 把 一 条 几何 的 
线 看 作 一 种 先 于 和 独立 于 实际 经 验 的 观念 。 另 一 方面 ， 
他 也 不 象 近 代数 学 家 那样 把 它 看 作 一 种 也 许 是 由 物质 形 
体 所 提示 (虽然 并 非 定 义 ) 的 抽象 。 在 他 看 来 , 几何 的 线 
是 自然 形体 的 特性 ， 一 种 仅仅 是 从 自然 界 中 与 它 不 相干 
的 周围 环境 中 分 离 出 来 的 特性 。 他 说 “几何 学 研究 物质 
的 线 , 但 不 是 在 物质 的 意义 下 来 研究 它 的 >”。 接 着 又 说 : 

数学 中 的 必然 性 , 在 某 些 地 方 跟 在 大 自然 支配 下 而 存在 的 万 
物 的 必然 性 相 象 。 因 为 一 条 直线 是 一 条 直线 , 所 以 三 角形 的 内 角 
和 必然 等 于 两 直角 。 
因而 , 亚 里 士 多 德 对 不 可 分 量 . 无 限 . 连续 等 问题 , 都 是 根 
据 常 识 来 判断 的 。 事实 上 ,除了 柏拉图 学 派 的 后 继 者 以 
及 或 许 还 有 阿 基 米 德 以 外 ， 依 多 克 索 以 后 的 希腊 数学 学 
派 都 是 接受 这 些 判 断 的 。 

只 有 在 不 可 分 量 问 题 上 ， 亚 里 士 多 德 的 观点 是 和 数 
学 的 近代 观点 一 致 的 。 亚 里 士 多 德 强烈 地 否定 原子 论 者 
的 不 可 分 量 (无 论 是 物理 上 或 数学 上 ); 对 这 一 点 , 在 近代 
数学 中 是 赞成 的 ， 而 在 近代 科学 中 则 是 反对 的 。 近代 物 
理 和 化 学 的 原子 理论 提供 了 对 自然 现象 的 一 种 描述 ， 和 
踪 迁 派 的 连续 实体 论 相 比 , 它 本 身 要 一 致 得 多 , 跟 感 性 印 
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象 也 要 相符 得 多 。 结果 ， 科 学 就 在 卡 奈 阿 德 的 真理 论 影 
响 下 接受 了 原子 作为 物质 实体 。 另 一 方面 ， 近 代数 学 却 
同意 亚 里 士 多 德 反对 最 小 不 可 分 线段 的 观点 ; 但 这 并 不 
是 出 自 经 验 上 的 理由 ， 而 是 因为 对 这 个 观念 无 法 作出 令 
人 满意 的 定义 和 逻辑 上 完善 的 说 明 。 然 而 尽管 有 亚 里 士 
多 德 权威 性 的 反对 ， 数 学 上 的 不 可 分 量 却 注定 要 在 微 积 
分 的 发 展 中 扮演 一 个 重要 的 角色 , 直到 最 后 , 微 积分 中 才 
断然 抛弃 了 它 。 尽管 希腊 盛行 逻辑 学 ， 数 学 上 的 不 可 分 
量 的 概念 在 亚 里 土 多 德 时 代 已 经 传播 很 广 ， 这 一 点 可 从 
下 面 事实 看 到 ， 有 一 篇 逍 遇 学 派 的 论文 《关于 不 可 分 线 
段 ?， 其 和 矛头 所 向 就 是 不 可 分 量 概念 ， 这 篇 文章 过 去 一 般 
都 认为 是 亚 里 士 多 德 写 的 ， 但 现在 有 人 认为 是 狄 奥 弗 拉 
斯 图 或 朗 普 萨 克 的 斯 特 拉 脱 或 其 他 人 写 的 。 文 中 提出 许 
多 论据 来 反对 不 可 分 量 的 假定 , 结论 认为 “ 它 几 乎 跟 数 学 
中 的 所 有 结果 都 相抵 触 ”。 

这 篇 文章 可 能 是 为 了 回答 柏拉图 学 派 的 后 继 者 色 诺 
克拉 蒂 而 写 的 ， 色 诺 克 拉 蒂 显然 坚持 数学 上 存在 不 可 分 
量 的 观点 。 有 人 说 , 无 论 是 亚 里 士 多 德 还 是 柏拉图 的 其 
他 后 继 者 们 , 都 不 懂得 他 们 老师 的 无 限 小 量 概念 , 只 有 阿 
基 米 德 才能 对 它 有 正确 的 认识 。 必须 指出 ， 这 种 说 法 是 
毫 无 根据 的 。 柏 拉 图 在 他 的 大 量 著作 中 并 没有 清楚 地 提 
出 过 无 限 小 量 的 定义 。 再 说 阿 基 米 德 也 没有 提 到 过 他 和 曾 
在 这 方面 得 益 于 柏拉图 , 而 且 我 们 以 后 还 将 看 到 , 他 明确 
地 表白 过 绝 无 把 无 限 小 量 当 作 切 实 可 行 的 数学 证 明 方 法 
的 意思 。 亚 里 士 多 德 对 无 限 小 观点 的 反对 ， 从 逻辑 上 讲 
是 无 懈 可 击 的 , 虽然 对 微 积分 以 后 的 发 展 来 说 , 在 有 一 段 
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时 期 里 , 不 加 鉴别 地 运用 无 限 小 倒是 最 有 成 效 的 。 

就 无 限 小 或 无 限 的 情况 来 说 ， 亚 里 士 多 德 的 观点 以 
为 现象 最 终 可 以 根据 来 自 感性 经 验 的 清晰 概念 作出 解 
释 。 这 是 他 持之以恒 的 信念 的 极 好 写照 .@ 毕 达 哥 拉 斯 
学 派 将 空间 看 作 是 无 限 可 分 的 ， 德 席 克 利 特 也 同样 说 过 . 
原子 为 数 无 穷 。 柏拉图 受 了 他 们 这 些 观 点 , 或 许 还 受 了 
阿 那 死 两 曼 德 和 阿 那 萨 哥 拉 的 影响 ， 而 没有 清楚 地 将 具 
体 与 抽象 加 以 区 别 。 他 认为 无 穷 既 存在 于 观念 之 中 , 也 
存在 于 感觉 世界 之 中 , 线 由 点 所 构成 就 是 一 个 例证 。 无 
论 如 何 , 在 亚 里 士 多 德 之 前 , 对 于 无 限 谁 也 没有 一 个 清楚 
的 见解 。 但 至 少 阿 那 萨 哥 拉 好 象 已 经 看 到 , 无 限 和 无 限 
分 割 只 是 人 们 的 想象 。 

另 一 方面 ， 亚 里 士 多 德 抱 着 归纳 的 科学 态度 ， 决 不 
超越 心里 可 描述 清楚 的 东西 。 结 果 他 就 把 实 无 限 的 存在 
完全 否定 了 , 而 只 限于 用 无 限 这 个 词 去 表示 一 种 潜 无 限 。 
他 把 实 无 限 和 潜 无 限 截 然 分 开 ， 这 个 问题 是 后 来 经 院 派 
哲学 家 喉 喉 不 休 的 讨论 主题 ， 也 是 关于 微 积分 的 哲学 的 
长 期 论战 的 主题 。 他 的 拒绝 承认 实 无 限 是 和 他 的 “不 可 
知 的 存在 只 是 一 种 潜在 ? 的 信条 相 一致 的 , 凡 超 越 理解 能 
力 之 上 的 事物 ， 都 超越 现实 的 王国 之 外 。 这 种 对 存在 的 
方法 论 的 定义 ， 使 得 归纳 科学 家 们 至 今 还 沿 效 着 亚 里 士 
多 德 否 定 无 限 的 态度 ;， 而 这 种 观点 如 果 在 数学 中 采用 的 
话 ， 势 必 把 导数 和 积分 的 概念 当 作 超越 于 可 理解 之 物 以 
上 的 推断 加 以 排斥 ， 从 而 事实 上 就 必 将 把 数学 思想 局 限 

@ 亚 里 士 多 德 关于 无 限 的 观点 , 已 引起 了 广泛 的 讨论 。 关 于 这 方面 最 
新 的 哲学 上 的 探讨 , 可 以 看 伊 德尔 的 k 亚 里 士 多 德 的 无 限 理论 ?。 
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于 直观 上 合理 的 范围 之 内 。 

亚 里 士 多 德 的 无 限 论 之 所 以 被 十 九 世 纪 的 数学 所 抛 
弃 ， 大 半 是 由 于 这 时 研究 的 重点 已 从 几何 的 无 限 转向 算 
术 的 无 限 ; 而 在 算术 范围 内 ,各 种 假定 似乎 较 少 受 经 验 所 
支配 。 这 种 观点 上 的 转变 , 在 亚 里 士 多 德 是 不 可 能 的 , 因 
为 他 在 数 的 观念 上 持 毕 达 哥 拉 斯 的 观点 ， 数 是 单位 的 集 
合 。 当 然 , 零 不 包括 在 内 ;“ 数 的 生成 者 > 即 整数 工 也 不 包 
括 在 内 。 亚 里 士 多 德 说 “在 ' 数 ' 这 个 词 的 严格 意义 下 , 最 
小 的 数 是 2"。 这 样 一 种 数 的 观念 , 跟 他 竭力 坚持 的 连续 
量 的 无 限 可 分 性 , 是 无 法 协调 的 。 因 此 , 在 亚 里 士 多 德 区 
分 两 类 ( 潜 ) 无 限时 一 一 一 类 沿 递增 的 方向 进行 , 即 无 限 
大 , 另 一 类 沿 不 断 细 分 的 方向 进行 , 即 无 限 小 一 一 我 们 看 
到 , 数 眼 量 是 完全 不 同 的 两 回 事 ， 


任 一 给 定 的 量 在 变 小 的 方向 上 总 要 被 超越 , 而 在 另 一 方向 上 
则 不 存在 无 限 的 量 ……。 然而 ， 数 是 “一 ”的 复合 ， 是 若干 多 个 
“一 ”因此 数 必定 终止 在 不 可 分 割 的 东西 上 ……， 而 在 扩大 的 方 
向 上 则 总 能 设想 一 个 比 指定 的 数 更 大 的 数 ……* 因此 这 种 无 限 是 
潜在 的 ，…… 不 是 永恒 的 实在 ,而 是 和 时 间 那 样 ， 包 含 在 “正在 成 
为 ”的 过 程 中 ……。 至 于 量 , 情况 正 相反 。 连 续 的 量 无 限 可 分 , 在 
递增 的 方向 上 则 不 在 在 无 限 。 凡 是 潜在 地 具有 的 大 小 , 总 能 成 为 
实在 的 大 小 。 


在 评述 数学 家 的 观点 时 , 亚 里 士 多 德 说 ， 


事实 上 , 他 们 不 需要 无 限 , 也 不 使 用 无 限 。 他 们 只 是 假设 有 
限 的 直线 能 随意 延长 而 已 ……。 因 此 ， 从 证 明 的 需要 来 说 ,只 要 
有 这 种 无 限 也 就 够 了 ; 至 于 它 的 存在 与 否 , 则 是 现实 量 范畴 里 的 
问题 。… 


站 、 


这 很 好 地 表明 了 希腊 几何 学 的 特点 ， 这 是 从 比 亚 里 士 多 
德 略 早 的 依 多 克 索 以 及 稍 后 的 欧 几 里 得 两 人 的 穷 竟 法 中 
都 可 看 出 的 。 穷 竟 法 在 证 明 中 只 假定 分 割 能 随意 继续 进 
行 ， 而 不 达到 无 限 。 这 个 方法 眼 近代 数学 分 析 的 观点 相 
去 很 远 ,证 明 就 是 近代 数学 分 析 是 被 称 作 “无 限 的 交响 
乐 "的 。 

既然 亚 里 士 多 德 对 无 限 抱 有 上 述 观 点 ， 而 当时 的 希 
腊 人 又 缺乏 一 个 适当 的 算术 观点 ,我 们 不 妨 认为 , 亚 里 十 
多 德 是 无 法 解决 连续 性 问题 的 。 他 在 物理 篇 》 (Phyaica) 
第 四 卷 里 研究 了 位 置 和 时 间 、 在 第 五 卷 里 研究 了 变化 之 
后 ， 在 第 六 卷 进而 研究 连续 性 。 他 的 论述 的 基础 是 由 连 
续 量 本 质 的 直观 观念 所 派生 的 定义 , “我 认为 连续 就 是 可 
以 分 割 为 无 限 可 分 的 可 分 割 东西 的 意思 。” 这 个 观点 , 委 
自然 地 诉 诸 一 种 彼此 衔接 一 一 即 各 组 成 部 分 的 端点 相互 
重合 的 直观 ， 用 以 作为 补充 。 所 以 亚 里 士 多 德 否认 数 能 
够 产生 一 个 连续 统 ， 因 为 数 与 数 之 问 不 能 相互 接触 。 直 
到 我 们 上 一 辈 人 为 止 ， 亚 里 士 多 德 的 这 种 观念 还 没有 完 
全 被 抛弃 , 但 现代 所 说 的 数学 的 连续 统 , 是 严格 地 用 数 的 
概念 或 元 素 的 类 的 概念 以 及 离散 的 概念 来 定义 (如 在 工 
德 金 分 割 中 ) 而 不 是 用 什么 “接触 " 来 定义 的 。 连 续 量 的 
性 质 较 之 亚 里 士 多 德 所 认识 的 要 深刻 得 多 ， 用 来 解释 它 
的 那些 概念 ， 需 要 一 种 比 希 腊 时 期 的 定义 意义 更 广泛 的 
数 的 定义 。 不 过 ， 亚 里 土 多 德 在 这 问题 的 论断 并 非 全 无 
成 果 , 因为 它们 导致 了 中 世纪 的 进一步 探索 , 从 而 有 助 于 
微 积分 学 和 连续 统 近 代理 论 的 产生 。 

在 研究 连续 量 的 同时 ， 亚 里 士 多 德 也 试图 弄 清 运 动 
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的 本 质 ,， 他 批评 原子 论 者 不 注意 运动 的 来 源 和 方式 。 不 
过 他 虽 善 于 发 现 问题 ， 却 没 能 对 这 些 问 题 作 出 定量 的 论 
述 , 从 而 他 的 解答 就 欠 贴 切 了 。 从 近代 科学 方法 来 看 , 正 
因为 他 缺乏 数学 的 表达 , 他 对 运动 和 可 变性 的 研究 , 不 是 
在 认真 致力 于 为 动力 学 建立 一 个 坚实 的 基础 ， 倒 象 是 在 
作 辩 证 法 的 练习 。 
亚 里 士 多 德 对 运动 的 研究 是 定性 的 、 形 而 上 学 的 。 
这 一 点 可 由 他 给 运动 所 下 的 定义 看 到 ; 他 说 运动 是 “ 潜 势 
的 实现 ， 只 要 它 是 潜在 地 存在 的 >, 而 有 卫 进 一 步 说 , “我们 
可 以 把 运动 定义 为 可 移动 物体 作为 可 移动 物体 的 实现 。” 
我 们 将 会 看 到 ， 对 运动 的 这 种 定性 的 说 明 一 一 一 物体 将 
其 潜 势 兑现 的 结果 一 一 以 较 少 目的 论 成 分 的 形式 ， 包 含 
于 由 经 院 派 哲学 家 发 展 起 来 的 推动 (mpetus) 观念 中 , 也 
包含 于 霍 帕 斯 用 倾向 (conatus) 来 对 速度 、 加 速度 所 作 
的 说 明 中 ， 甚 至 还 包含 于 把 微 积分 中 的 无 限 小 量 作为 在 
增加 中 的 量 intensive quantity) -一 也 即 作为 “正在 成 
为 ”、 而 不 是 “业已 成 为 ” 的 形而上学 解释 中 。 
在 这 方面 ， 亚 里 士 多 德 的 工作 也 许 对 后 来 导致 导数 的 种 
种 观念 的 深入 研究 有 所 促进 。 然而 ,他 的 影响 在 另 一 意 
义 上 对 这 一 概念 的 发 展 却 是 十 分 不 利 的 ， 它 把 注意 集中 
于 变化 本 身 的 定性 描述 ， 而 不 是 对 曾 为 芝 诺 所 利用 的 关 
于 变化 的 连续 状态 的 模糊 的 直观 作出 定量 的 解释 。 微 积 
分 已 经 证 明 ， 连 续 变 化 的 概念 并 不 比 数 的 连续 统 概 念 更 
少 用 到 离散 的 观念 ; 前 者 在 逻辑 上 以 后 者 为 基础 , 几何 量 
的 观念 也 如 此 。 只 要 亚 里 士 多 德 和 希腊 人 还 把 运动 看 作 
连续 的 , 而 把 数 看 作 不 连续 的 , 那 末 严格 的 数学 分 析 和 仿 
。 人 条。 


人 满意 的 动力 学 科学 是 难于 完成 的 。 

有 人 认为 ， 亚 里 士 多 德 在 4 物理 篇 中 对 无 限 和 连续 
量 的 论述 已 经 全 然 是 一 篇 微 积 分 专著 导言 的 样子 。 这 种 
观点 训 无 根据 ， 因 为 亚 里 士 多 德 根 本 就 反对 微 积分 学 的 
基本 概念 一 一 瞬时 变化 率 。 他 说 ,“ 在 一 个 瞬间 , 物体 不 
可 能 是 运动 着 的 , …… 也 不 可 能 是 静止 着 的 .” 这 种 观点 
势必 会 阻碍 对 变化 的 现象 的 数学 表达 ， 也 阻碍 微 积 分 学 
的 发 展 。 诚然 , 亚 里 士 多 德 否 认 朋 时 速度 能 在 科学 所 描述 
的 世界 中 得 到 实现 ， 是 眼 他 议 为 感性 知识 有 局 限 性 的 观 
点 一 致 的 ， 在 那里 只 有 平均 速度 4s/ 企 才 是 被 认可 的 。 
但 是 , 在 思想 的 世界 中 , 通过 微 积分 和 极限 概念 , 要 给 出 
一 个 肯 时 速度 de/ 屁 的 严格 定量 的 定义 , 却 是 可 能 的 。 而 
亚 里 士 多 德 按照 当时 普遍 接受 的 观点 ， 把 数学 看 作 感 党 
所 认识 到 的 世界 的 一 个 模式 ， 结 果 就 没有 能 预见 到 这 样 
一 种 可 能 性 。 

亚 里 土 多 德 不 能 伍 锐 地 区 分 经 验 的 世界 和 数学 思想 
的 世界 ， 结 果 他 就 不 能 认 清 芝 诺 疑 难 中 也 存在 着 同样 的 
混淆 。 他 一 方面 任 借 感性 认识 , 一 方面 否认 有 瞬时 速度 , 从 
这 两 方面 来 驱 斥 竞走 和 飞 箭 的 论点 。 近 代数 学 则 不同， 
它 完 全 是 靠 基 于 导数 概念 的 思想 来 回答 这 些 问题 的 。 同 
时 , 亚 里 士 多 德 任 经 验 粗 率 地 下 断言 , 去 解决 两 分 法 和 阿 
基 里 斯 的 疑难 , 照 他 的 说 法 , 虽然 不 可 能 在 有 限 的 时 间 内 
通过 无 限 的 空间 , 但 由 于 时 间 的 无 限 可 分 性 , 在 有 限 的 时 
闻 内 通过 无 限 分 割 的 空间 却 是 可 能 的 。 

当然 ， 数 学 已 经 通过 收敛 无 穷 级 数 的 抽象 概念 对 这 
些 难题 作出 了 解答 。 就 某 种 哲学 上 前 意义 说 ， 收 敏 的 观 
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念 并 没有 回答 芝 诺 的 问题 ， 因 为 它 没有 说 明 无 限 多 个 量 
是 怎样 聚合 成 一 个 有 限 的 量 的 ; 也 就 是 说 , 它 没有 用 感性 
经 验 对 无 穷 级 数 与 其 极限 之 间 的 关系 作出 一 幅 直 党 上 清 
楚 的 、 令 人 满意 的 图 画 。 假使 有 人 要 求 用 我 们 对 于 连续 
一 一 就 其 本 质 上 不 同 于 离散 的 角度 一 一 的 模糊 的 直觉 去 
回答 芝 诺 疑难 , 那 末 没有 比 亚 里 士 多 德 更 好 的 回答 了 (其 
实 我 们 能 知道 这 些 疑 难 , 也 得 归功 于 他 , 因为 芝 诺 的 原 话 
我 们 已 不 得 而 知 ) 。 要 想 毫 不 含糊 地 说 明 这 一 点 , 即 芝 诺 
疑难 中 所 包含 的 困难 只 是 如 何 使 问题 形象 化 的 困难 ， 而 
并 非 逻 辑 上 的 困难 ， 那 就 需要 有 更 精确 、 更 适当 的 定义 ， 
而 远 不 是 亚 里 士 多 德 对 诸如 连续 .无限 ,瞬时 速度 等 精细 
的 观念 的 论述 所 能 奏效 的 。 十 九 世 纪 时 ， 根 据 微 积 分 的 
概念 ， 给 出 了 这 些 定 义 ; 在 此 基础 上 , 近代 分 析 明 确 地 和 否 
定 了 亚 里 士 多 德 在 这 方面 的 观点 。 但 是 ， 亚 里 士 多 德 的 
观点 不 能 因此 就 被 认为 一 一 如 种 种 屡 见 的 轻率 看 法 那样 
一 一 是 两 千年 来 阻碍 着 科学 和 数学 发 展 的 很 大 的 错误 概 
念 .@ 相反 地 , 毋 宁 说 他 的 观点 对 于 这 类 问题 一 一 它们 为 
孕育 着 动力 学 科学 和 数学 的 连续 统 的 研究 打下 了 令 人 满 
意 的 工作 基础 一 一 来 说 ， 不 失 为 有 识 之 见 。 不 过 在 亚 里 
士 多 德 的 工作 中 显然 存在 着 希腊 的 逻辑 学 和 几何 学 的 至 
命 弱点 ， 即 把 思想 看 作 外 部 世界 的 真实 摹 写 的 朴素 的 实 
在 论 。 这 就 使 他 过 于 天 真 地 相信 某 些 关于 连续 量 的 直 
观 , 并 一 味 追 求 怎样 根据 感觉 经 验 讲 得 头头 是 道 , 而 忽视 
了 思想 上 最 广泛 的 一 贯 性 ， 
的 例如 , 可 以 看 迈 耶 的 < 社会 科学 为 什么 落后 于 物理 和 证 斩 科 学 2; 也 
可 参见 托 善 利 茨 的 “数学 与 柏拉图 理念 论 之 关系 ” 
ws。 49。 


有 人 说 , 欧 几 里 得 的 “几何 原本 第 五 卷 和 亚 里 士 多 
德 的 逻辑 学 是 两 部 最 完美 无 缺 . 无 项 可 击 的 著作 。 这 两 
个 人 大 致 是 同时 代 的 : 亚 里 士 多 德 生 于 公元 前 384 年 , 认 
于 公元 前 322 年 ， 欧 几 里 得 的 生年 现在 定 为 公元 前 365 
年 左右 , 一 般 都 认为 几何 原本 ? 写 于 公元 前 330 年 到 820 
年 期 间 。 亚 里 士 多 德 的 论证 和 欧 几 里 得 提出 的 数学 方法 
有 明显 的 相似 之 处 。 虽 然 欧 几 里 得 大 概 曾 受 教 于 柏拉图 
的 学 生 , 但 在 他 身上 , 依 多 克 索 和 亚 里 士 多 德 所 六 明 的 严 
肃 的 、 讲究 实际 的 , 科学 的 思想 的 影响 , 肯定 远 较 那 种 抽 
象 的 、 纯 思辩 的 甚至 神秘 的 倾向 占 了 上 风 ; 那 种 倾向 在 继 
柏拉图 之 后 领导 学 派 的 直接 继承 者 的 身上 已 可 看 出 ， 后 
来 则 被 新 柏拉图 主义 者 搞 得 很 过 分 。 欧 几 里 得 没有 那 种 
在 柏拉图 思想 中 占 主导 地 位 的 数理 哲学 的 思想 ， 也 没有 
数学 原子 论 的 形而上学 思 乓 。 他 认为 数学 既 不 是 人 们 理 
解 字 宙 的 必然 形式 ， 也 不 只 是 一 种 实 利 主义 的 工具 。 对 
他 来 说 , 它 已 进入 逻辑 的 领域 ; 关于 这 一 点 ,普罗 克拉 其 
告诉 我 们 ， 欧 几 里 得 曾 对 他 的 前 辈 流 于 玩 名 地 证 明 过 的 
命题 , 重新 加 以 严格 的 证 明 。 虽 然 如 此 , < 几何 原本 ?中 依 
然 保鲜 了 亚 里 士 多 德 的 逻辑 中 显而易见 的 实在 论 。 

亚 里 士 多 德 虽然 不 壮 成 柏拉图 的 理念 论 ， 却 还 是 相 
信 科 学 的 自然 秩序 和 原理 的 必然 性 。 欧 儿 里 得 也 同 祥 抱 
有 后 一 信念 。 希腊 几何 学 并 不 象 今天 的 数学 那样 大体 
上 是 由 假设 命 大 所 构成 的 形式 多 辑 ， 而 是 一 幅 现 实 世界 
的 理想 化 了 的 图 画 。 亚 里 士 多 德 看 来 没有 清楚 地 认识 到 
科学 知识 的 暂 定 任 和 试验 性 这 一 点 招致 了 怀疑 论 者 对 
他 的 攻击 )， 同样, 他 也 没有 了 解 虽然 数学 上 的 结论 是 从 
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前 提 得 出 的 必然 推论 , 但 前 提 本 身 则 完全 是 任意 选取 的 ， 
只 需 服 从 内 在 的 相 容 性 。 亚 里 士 多 德 认 为 假设 和 公设 是 
毋须 证 明 的 陈述 ， 但 它们 仍然 是 可 了 予 证 明 的 。 他 虽然 也 
说 “我 们 必须 用 归纳 法 去 认识 基本 前 提 ” (而 不 是 用 纯粹 
的 智力 , 如 柏拉图 所 认为 的 那样 ), 但 他 坚持 认为 “既然 除 
直觉 外 没有 比 科 学 知识 更 真实 的 东西 ， 人 们 就 只 能 用 直 
党 去 理解 基本 前 提 ?， 所 以 ， 基 本 前 提 是 “ 比 证 明 更 易 理 
解 ”的 。 

欧 几 里 得 的 观点 跟 退 和 遥 派 一 样 ， 都 是 从 必要 的 公设 
出 发 ,赋予 几何 学 以 逻辑 结论 的 特征 形式 。 这 样 , 任何 观 
念 , 只 要 其 性 质 不 是 直 党 所 能 清楚 地 、 人 迫切 地 “感到 ”的 ， 
就 都 被 排除 在 外 了 。 他 在 证 明 中 不 求助 于 无 限 ， 因 为 照 
亚 里 士 多 德 的 说 法 是 无 此 必要 的 ， 它 的 地 位 由 依 多 克 索 
的 穷竭 法 所 蔡 代 了 。 数 的 概念 只 限于 正 整 数 ， 这 种 限制 
显然 是 沿袭 了 下 来 。 有 了 依 多 克 索 的 比例 论 就 不 需要 有 
更 广泛 的 观点 了 。 

对 欧 儿 里 得 来 说 ， 比 不 是 抽象 的 算术 意义 下 的 一 个 
数 (事实 上 在 牛顿 以 前 都 是 这 么 理解 的 ), 在 《几何 原本 》 
中 对 无 理 数 的 处 理 完全 是 儿 何 的 。 不 仅 如 此 ， 欧 几 壬 得 
的 公理 、 公 设 和 定义 也 都 是 由 常识 所 提示 的 ， 他 的 几何 
学 始终 跟 空 间 直 观 紧 密 地 联系 着 。 他 的 前 提 以 感性 经 验 
为 依据 ， 正 如 亚 里 士 多 德 的 科学 极力 赞颂 常识 一 样 。 诸 
如 无 限 小 量 、 瞬 时 速度 、 无 限 集合 和 数学 连续 统 这 类 纯 
粹 形式 的 、 逻辑 的 概念 , 无 论 在 欧 几 里 得 的 几何 学 或 亚 里 
士 多 德 的 物理 学 中 都 未 经 加 以 推 项 ， 因 为 常识 并 不 迫切 ， 
需要 它们 。 导 致 徽 积 分 的 观念 在 欧 几 里 得 时 期 还 没有 到 
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达能 够 提供 一 个 逻辑 基础 这 一 步 ， 数学 也 还 没有 达到 符 
号 逻辑 所 要 求 的 那 种 抽象 程度 。 导 数 和 积分 观念 的 渊 
源 ， 虽 然 从 我 们 关于 可 变性 和 多 样 性 的 混乱 的 思想 中 确 
实 能 够 找到 , 但 我 们 将 看 到 , 这 些 概 念 的 严格 的 并 述 需要 
一 种 算术 的 抽象 ， 而 这 是 欧 儿 里 得 远 未 达到 的 。 甚至 微 
积分 演算 的 发 明 者 牛顿 和 莱 布 尼 茨 也 没有 充分 了 解 这 种 
需要 。 跟 欧 几 里 得 几何 学 相 比 ， 微 积分 的 逻辑 基础 更 远 
离 经 验 的 模糊 暗示 ， 也 更 精致 得 多 。 所 以 , 既然 可 变 
性 、 连 续 性 、 无 限 性 这 些 观念 都 还 没 能 严格 地 建立 起 来 ， 
欧 玫 里 得 在 他 的 几何 学 中 就 不 去 用 它们 。 “几何 原本 > 是 
以 “精制 的 直 党 ?为 基础 的 , 它 不 允许“ 朴素 的 直观 > 有 自 
由 活动 的 余地 ， 而 后 者 在 十 七 世纪 微 积 分 创立 时 则 是 特 
别 活 牙 的 。 

因此 ， 从 微 积分 的 发 展 观点 来 看 , 欧 儿 里 得 的 “几何 
原本 ?表现 出 一 种 枯燥 无 味 的 讲究 严格 的 顽固 性 , 阻碍 了 
那些 新 的 思想 和 发 现 的 生长 。 欧 几 里 得 的 著作 代表 了 
一 切 数 学 思想 的 最 终 综合 形式 一 一 对 一 组 前 提 的 逻辑 关 
系 作 演绎 推理 的 结晶 。 不 过 ， 继 他 的 几何 学 之 后 的 几 世 
纪 中 ， 分 析 研 究 往往 是 建立 在 经 验 观 察 或 并 不 很 审慎 的 
直观 的 基础 上 ， 并 时 常 还 是 在 先 验 的 思辩 的 基础 上 进行 
的 。 微 积分 的 概念 主要 地 是 从 这 类 探 研 而 不 是 欧 儿 里 得 
的 严密 思想 中 进一步 发 展 起 来 的 。 但 到 了 十 九 世 纪 , 这 
` 类 探 研 又 轮 到 为 一 种 系统 的 论述 所 代替 , 它 是 跟 * 几 何 原 
本 ?同样 地 高 度 演 绎 的 一 一 纵然 已 不 是 几何 的 , 而 是 算术 
的 。 

在 古代 最 伟大 的 数学 家 人 氢 拉 古 的 阿 基 米 德 身上 ， 兼 
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有 两 种 特质 : 他 把 欧 几 里 得 一 丝 不 苟 的 推演 , 跟 柏拉图 极 
度 先 验 的 想象 调 合 起 来 “使 得 往 后 由 开 普 勤 . 卡 瓦 列 里 、 
费 尔 马 、 莱 布 尼 蒋 和 牛顿 等 人 相继 孕育 了 的 无 限 的 微 积 
分 日 趋 完美 >, 从 而 使 导数 和 积分 的 概念 有 可 能 形成 。 但 
在 证 明 他 的 结果 时 ， 阿 基 米 德 还 是 忠实 于 依 多 克 索 方法 
中 具体 化 的 细节 ， 有 所 更 改 的 是 在 穷竭 法 中 除 用 内 接 图 
形 外 还 用 了 外 接 图 形 。 阿 基 米 德 并 没有 把 演绎 的 穷竭 法 
作为 一 种 适用 于 发 现 新 结果 的 工具 ， 而 是 把 它 跟 德 席 
克利 特 和 柏拉图 学 派 曾经 探索 过 的 无 限 小 量 观念 结合 起 
来 。 他 做 得 灵活 自如 ， 这 从 我 们 前 面 提 到 过 的 《方法 篇 
中 可 以 非常 清楚 地 看 到 。 

这 篇 著作 是 写 给 亚历山大 的 地 理学 家 、 天 文学 家 和 
数学 家 埃 拉 托 色 尼 的 ， 早 就 失传 ， 直 到 1906 年 重新 发 现 
时 才 为 人 所 知 。 阿 基 米 德 在 其 中 披露 了 一 种 方法 ， 据 推 
测 ， 他 曾 用 这 种 方法 在 有 关 面 积 和 体积 的 问题 上 得 出 了 
许多 结果 。 他 知道 , 最 好 能 在 进行 演绎 的 几何 证 明之 前 ， 
先 对 结果 有 一 个 初步 的 想法 ; 为 了 这 个 目的 , 他 结合 他 的 
杠杆 定律 , 用 了 面 由 线 组 成 的 观念 。 例 如 , 他 指出 , 要 证 
明 命 古 “ 一 个 抛物 线 弓 形 的 面积 是 底 边 相等 、 项 点 相同 
(弓形 的 顶点 取 为 到 底 边 垂直 距 离 最 大 的 点 ) 的 三 角形 的 
4/3"， 可 以 从 下 述 的 力学 问题 来 考虑 。 在 图 2 中 ,了 是 
抛物 线 的 顶点 ，2BC 是 点 妃 处 的 切线 ，ZGD=DP， 王 是 
423 上任 一 点 ， 我 们 从 抛物 线 的 性 质 就 可 知道 , 对 任 一 位 
置 的 气 都 有 比 式 
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但 马 ' 是 和 Tv 的 重心 , 因而 根据 杠杆 定律 , 若 把 瑟 移 
到 己 处 并 以 忆 为 其 中 点 , 则 和 ZX 将 在 该 位 置 与 XRX 平 
衡 。 这 个 情况 对 互 在 4B 上 的 所 有 位 置 都 成 立 。 因 为 三 
角形 4BC 由 所 有 的 瑟 R 线段 所 组 成 , 殷 物 线 弓 形 4TZ 
也 同样 由 所 有 的 线段 ZX' 所 组 成 ， 我 们 就 能 断定 ， 当 抛 
物 线 弓 形 移 到 己 处 量 以 书 为 其 重心 时 , 在 现在 位 置 下 的 
三 角形 4BC 在 万 点 跟 它 平衡 。 而 4BC 的 重心 位 于 BD 
上 从 刀 到 五 的 173 距离 处 ， 因 此 己 形 4 是 三 角形 
4FC 的 1/3, 亦 即 三 角形 47 的 4/3。 
卫 


阿 基 米 德 的 这 个 方法 开 了 应 用 不 可 分 量 概念 的 先 
河 。 这 个 概念 在 十 四 世纪 开始 形成 , 到 十 七 世纪 再 度 得 
到 更 灵活 的 应 用 并 直接 导致 了 微 积分 演算 。 可 以 看 出 ， 
这 个 方法 基于 阿 基 米 德 的 这 一 假定 ， 即 面 可 看 作 由 线 所 
组 成 。 我 们 不 能 确切 地 知道 ， 照 他 的 意思 到 底 应 在 哪 一 
种 意义 下 去 理解 这 一 点 ， 因 为 他 并 没有 说 这 个 图 形 的 元 
素数 目 是 无 限 的 ， 而 只 是 说 图 形 由 它 的 所 有 元 素 所 组 成 
的 。 他 可 能 是 把 它们 作为 数学 的 原子 ， 这 一 点 不 但 从 上 
述 这 种 说 法 可 以 看 出 ， 而 且 还 可 以 从 下 面 这 一 特别 有 启 
。54 。 


发 性 的 事实 来 说 明 ， 他 象 一 个 人 很 随便 地 称 一 堆 薄板 或 
木 条 一 样 ， 用 杠杆 原理 通过 不 同 图 形 的 元 素 在 腾 想 中 得 
到 平衡 的 办 法 , 得 出 许多 新 的 结果 。 

用 了 这 个 富 于 启发 性 的 方法 ， 阿 基 米 德 就 能 够 获得 
许多 出 色 的 结果 ， 预 示 了 积分 学 的 原理 。 其 中 最 突出 的 
是 , 他 求 出 了 圆锥 体 被 平面 所 截 部 分 和 圆柱 劈 锥 的 体积 ， 
以 及 半圆 、 抛 物 线 弓 形 、 球 或 抛物 体 被 平面 所 截 部 分 的 重 
心 。 不 过 , 要 说 这 就 是 “第 一 次 有 人 能 正确 地 讲 到 一 个 积 
分 ”, 那 就 是 对 这 一 名 称 所 指 的 数学 方法 有 所 误解 了 。 在 
数学 上 积分 定义 为 一 个 无 穷 序列 的 极限 ， 而 不 是 无 穷 多 
个 点 、 线 或 面 的 和 .@ 象 方法 篇 》 中 的 这 种 无 限 小 量 观 
依 ， 在 以 后 一 个 时 期 里 可 能 对 微 积分 的 发 展 是 一 种 最 强 
有 烈 的 刺激 因素 , 但 正如 阿 基 米 德 所 意识 到 的 , 在 当时 它们 
还 缺乏 严格 思想 的 全 部 基础 。 在 可 变性 和 极限 的 概念 被 
仔细 地 进行 分 析 以 前 , 情况 一 直 如 此 。 因 为 这 个 缘故 , 阿 
基 米 德 认为 这 一 方法 仅仅 表明 了 ， 而 不 是 证 明了 结论 是 
正确 的 。 

所 以 , 阿 基 米 德 应 用 他 的 富 于 启发 性 的 方法 时 , 仅仅 
只 是 用 穷竭 法 进行 严格 证 明 前 的 一 种 准备 性 的 探讨 。 阿 
基 米 德 除了 用 “力学 方法 ”以 外 , 还 要 把 他 的 结果 用 穷竭 
法 的 严格 方式 加 以 证 明 , 这 并 非 多 此 一 举 , 而 是 一 种 数学 
上 的 需要 。 有 人 说 阿 基 米 德 的 方法 “虽然 他 自己 不 满意 ， 
但 对 我 们 今天 来 说 已 经 是 足够 严格 的 了 ?。 这 种 说 法 , 只 
有 在 我 们 把 数 、 极 限 和 连续 性 的 近代 理论 都 算 在 他 头 上 
。@ YL- 希 四 (< 阿 基 米 德 方法 第 8-_9 页 ) 正确 地 指出 , 这 里 所 用 的 
方法 并 不 是 积分 法 ;但 他 毫 无 根据 地 把 面积 微 元 的 概念 归 之 于 阿 基 米 德 

。 此 。 


的 情况 下 ， 才 是 完全 正确 的 。 不 过 这 样 归功 于 他 丽 怕 是 
很 不 妥当 的 ， 因 为 希腊 几 何 学 只 涉及 形状 ， 而 不 涉及 变 
化 ， 结 果 必 然 就 不 可 能 对 无 限 小 量 给 出 一 个 令 人 满意 的 
定义 , 无 限 小 量 只 能 被 看 作 一 个 男 定 的 量 , 而 不 是 一 个 畏 
助 变量 。 阿 基 米 德 或 许 已 经 充分 意识 到 他 的 方法 完全 缺 
乏 坚实 的 基础 , 因而 他 把 用 无 限 小 量 所 作 的 分 析 , 全 部 根 
据 传 统 的 综合 形式 加 以 改写 ， 正 象 差不多 一 千 九 百年 以 
后 ， 当 微 积 分 的 方法 已 被 发 现 而 仍然 缺乏 适当 的 基础 时 
牛顿 的 做 法 一 样 。 

决定 抛物 线 弓 形 面积 的 问题 ， 阿 基 米 德 在 《方法 篇 》 
中 已 作 过 很 有 局 发 性 的 分 析 。 然 而 这 个 命题 的 正式 证 明 
(力学 的 和 几何 的 ) 是 在 另 一 篇 文章 4 抛物 线 求 积 法 ?中 用 
穷竭 法 给 出 的 . 在 这 些 证 明 中 , 阿 基 米 德 遵循 他 的 杰出 
的 前 辈 们 的 做 法 , 完全 不 用 到 无 限 和 无 限 小 量 。 例 如 , 在 
几何 证 明 中 ,他 在 抛物 线 弓 形 中 作 底 边 相等 、 顶 点 相同 、 
面积 为 4 的 内 接 三 角形 。 接 着， 他 分 别 在 以 三 角形 的 
两 边 为 底 的 两 个 小 弓形 里 再 作 这 种 内 接 三 角形 。 一 直 这 
样 作 下 去 , 就 得 到 一 系列 边 数 越 来 越 大 的 多 边 形 ， 如 图 3 
所 示 。 然后 他 证 明 ， 第 ” 个 这 种 多 边 形 的 面积 由 级 数 


人 @ 见 “ 阿 基 米 德 论文 集 > 以 及 了 " 工 * 希 思 的 “希腊 数学 史 光 卷 工 , 第 
中 一 91 页 。 史 密斯 的 《数学 史 ?( 卷 TL, 第 680 一 683 页 ) 中 对 这 种 几何 证 明 
作 了 很 好 的 整理 。 
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4 (1+ 二 + 下 十 十 语 T) 给 出 ,其 中 了 4 是 眼 妃 形 同 底 
等 高 的 内 接 三 角形 的 面积 。 这 个 级 数 到 无 穷 项 后 的 和 是 
人 4， 阿 基 米 德 或 许 就 是 由 此 推出 抛 物 线 弓 形 面积 也 是 
全 4 的 。 

不 过 ,他 的 论证 并 不 是 象 上 面 这 样 地 叙述 的 。 他 没 


有 去 求 无 穷 级 数 的 极限 ， 而 是 求 出 前 ?项 加 上 余 项 后 的 
和 ，, 其 中 用 了 等 式 


当 项 数 增 大 时 ， 上 述 级 数 仅仅 在 能 使 余 项 也 ( 起-)4 随 


意 地 小 的 古 希腊 数学 的 意义 下 , 才 “ 穷 音 于 ?后 4。 当 然 ， 
这 恰好 就 是 证 明 极 限 存在 的 方法 。 但 阿 基 米 德 并 没有 对 
上 述 论证 作 这 样 的 解释 。 他 没有 表明 过 这 种 意 轴 ， 在 极 
限 里 已 没有 余 项 ， 或 者 无 穷 级 数 严格 地 等 于 全 4。 他 只 
是 用 穷 闹 法 的 双重 归 雇 法 证 明了 ， 抛 物 线 弓 形 的 面积 既 
不 能 大 于 、 也 不 能 小 于 仓 4. 为 了 能 把 和 4 定义 为 无 穷 
级 数 的 和 ， 必 需 先 发 展 一 般 化 的 实数 概念 。 希腊 数学 家 
没有 这 个 概念 ， 因 此 对 他 们 来 说 ， 在 现实 (有 限 ) 与 理想 
(无 限 ) 之 问 始终 存 在 着 一 条 沟 孝 . 


所 以 ， 好 阿 基 米 德 的 几何 演算 说 成 为 引 向 极限 的 通 
道 , 是 很 不 确切 的 , 因为 极限 定义 的 实质 内 容 就 是 无 穷 序 
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列 。 由 于 他 不 求助 于 极限 概念 ， 下面 这 些 说 法 就 很 难 叫 
人 若 同 ， 什 么 阿 基 米 德 在 求 这 类 级 数 的 和 时 ， 就 已 经 非 
和 明确 地 回答 了 芝 诺 所 提出 的 某 些 难题 啦 , 什么 “这 些 疑 
难 问题 已 由 希腊 数学 家 所 完全 解决 ， 几 此 以 后 种 种 诸如 
此 类 的 一 本 正经 的 论证 , 看 来 都 是 由 于 无 知 或 固执 己见 ” 
啦 。 无 穷 级 数 的 极限 的 观念 ， 是 弄 清 这 些 疑 难 的 关键 所 
在 ; 而 希腊 数学 家 (包括 阿 基 米 德 在 内 ) 则 是 把 无 限 排斥 
在 他 们 指 推理 之 外 的 。 他 们 之 所 以 排斥 无 限 ， 原 因 很 明 
显 ， 直 觉 这 时 还 不 能 为 它 提供 一 幅 清楚 的 图 画 ; 再 则 ， 
它 也 没有 一 个 逻辑 基础 。 后 一 困难 在 十 九 世 纪 迎 刃 而 解 
了 , 前 一 困难 现在 看 来 则 是 毫 不 相 于 的 , 无 限 的 概念 被 多 
许 畅 通 无 阻 地 进入 了 数学 。 今 天 我 们 在 曾 明 这 些 疑 难 时 
也 好 , 在 简化 阿 基 米 德 兄长 的 间接 证 明 时 也 好 , 都 用 到 了 
有 关 的 极限 概念 。 

上 述 级 数 在 阿 基 米 德 的 著作 中 并 非 唯一 的 。 在 他 用 
穷竭 法 来 确定 旋转 体 截 段 的 体积 时 ， 也 有 类 似 的 分 析 。 
为 了 弄 清楚 阿 基 米 德 的 演算 步 又 的 一 般 性 特点 ， 并 指出 
它 跟 积分 学 中 所 用 的 步骤 相似 到 怎样 惊人 的 地 步 (尽管 
阿 基 米 德 没 有 直接 用 极限 概念 ), 现在 来 相当 详细 地 讨论 
一 下 阿 基 米 德 方法 的 运用 , 或 许 是 合适 的 。 

阿 基 米 德 先 对 立体 4BC (他 称 为 圆锥 体 ) 作 外 切 
的 圆柱 体 4B84， 使 之 与 抛物 体 截 段 有 相同 的 轴线 CPP 
(图 多 。 然 后 ， 他 把 轴 分 成 长 度 为 妈 的 个 相等 的 部 分 ， 
过 每 个 分 点 作 平行 于 底面 的 平面 。 在 这 样 分 割 后 的 抛物 
体 截 段 上 ， 他 分 别 作 内 接 的 和 外 接 的 圆柱 侣 ， 如 图 所 示 。 
于 是 他 就 能 建 2 直 下 面 的 比例 式 : 
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圆柱 体 4BZ 2 用 


内 接 图 形 下 + 嗓 十 … 十 (了 一 瑟 天 


和 
圆柱 体 4BBF 722 轧 


外 切 图 形 天 十 鹃 十 … 十 ?大 。 
阿 基 米 德 在 这 以 前 已 证 明 过 〈 用 的 方法 就 形式 上 说 是 几 
何 的 ， 但 除 此 而 外 则 跟 初 等 代数 里 求 算 术 级 数 之 和 时 的 
常用 方法 极其 相 象 ? 


及 十 跑 上 七 … 十 Oo 一 功 < 到 7 


和 
太 十 2 十 …， 十 > 避 721。 


对 这 一 点 ， 近 代数 学 中 运用 极限 概念 并 让 级 数 4+ 吕 
十 叹 十 … 成 为 无 限 , 从 而 得 出 结论 


和 
oo 十 2 二 38 十 … 十 ?下 


阿 基 米 德 却 并 非 如 此 。 他 没有 那样 做 ， 而 是 证 明了 上 述 
比例 式 可 以 根据 那些 不 等 式 而 写 为 
*，59 。 


圆柱 体 4BBP 、2 和 圆柱 体 4BBP 2 
内 接 图 形 “了 外 切 图 形 一 了。 

于 是 , 根据 穷 竟 原理 与 普通 的 归 廖 法 ,他 作出 结论 说 , 抛 

物体 截 段 既 不 能 大 于 、 也 不 能 小 于 圆柱 体 4BBZ 的 一 

半 。 

在 阿 基 米 德 的 论证 中 ， 并 没有 涉及 基于 无 穷 级 数 极 
限 的 数值 概念 的 这 样 一 种 结论 的 逻辑 正确 性 ， 而 是 用 基 
于 严格 几何 的 穷竭 法 的 正确 性 来 替代 了 它 。 有 人 说 , 无 
限 小 量 方法 、 穷 竟 法 和 极限 方法 之 间 的 差别 给 人 以 一 种 
感觉 , 与 其 说 它们 是 思想 上 的 差别 , 倒 不 如 说 是 措辞 上 的 
差别 。 这 种 论调 会 引起 严重 的 误解 。 当 然 ， 这 些 方法 是 
彼此 相关 的 , 而 且 它 们 最 后 导致 同样 的 结果 ; 但 正如 我 们 
已 经 看 到 的 ， 它 们 的 观点 显然 是 不 同 的 。 虽然 阿 基 米 德 
的 运算 方法 在 广义 的 意义 下 可 以 看 作 “实际 上 的 积分 ”， 
或 者 甚至 说 表示 了 一 般 的 “积分 过 程 ", 但 若 要 把 其 中 
娜 一 个 方法 说 成 为 “名 副 其 实 的 积分 ? 或 “真正 的 积分 的 
同义词 ?的话 , 那 实 在 是 大 错 特 错 了 。 要 正确 地 并 明定 积 
分 ， 必 须 对 可 变性 和 函数 关系 的 概念 、 特 征 和 的 表达 式 
六 /eep 4ri 以 及 在 该 和 式 中 令 无 限 增 大 而 4e; 成 为 无 
限 地 小 时 所 得 到 的 无 穷 序列 极限 的 概念 的 应 用 ， 都 有 所 
了 解 。 当 然 , 上 述 这 些 积分 的 本 质 内 容 , 在 阿 基 米 德 的 著 
作 中 是 找 不 到 的 ， 因 为 它们 本 来 就 是 在 整个 希腊 数学 忆 
想 中 所 没有 的 。 

阿 基 米 德 在 上 面 的 定理 中 用 到 的 级 数 1 二 2 十 3 
+…， 在 十 七 世纪 微 积分 的 探索 中 曾经 占 了 一 个 突出 的 
地 位 ， 因 而 不 妨 在 这 里 指出 ， 这 个 几何 证 明 大 体 上 是 等 
。 60 。 


价 于 施行 | xdz 这 样 一 个 积分 步 又 的 。 在 求证 极 轴 与 曙 
线 p- 难 的 一 轿 所 图 成 的 面积 是 半径 为 “的 圆 的 面积 
的 于 时 ， 阿 基 米 德 所 要 做 的 类 似 的 计算 ， 就 相当 于 求 
人 ma 的 值 。 他 并 不 是 通过 求 得 

im 12 十 人 要 十 CO2 有 3 
等 于 豆 而 直接 地 、 甜 术 地 求证 的 ,如 果 不 是 希腊 人 对 无 


限 深 闭 固 拒 的 话 , 他 本 来 是 可 以 很 方便 地 这 么 做 的 ; 他 将 
不 等 式 
包 十 Cj 十 十 (2 工 
7 (311) 2 3 
和 


妇 十 (2 多 2 十 和 二 [一 了 交工 
《12 及) 2 3 
与 穷竭 法 的 证 明 结 合 在 一 起 ， 就 跟 证 明 抛物 体 截 段 定理 
的 情况 相 类 似 地 , 间接 地 ,几何 地 证 明了 前 面 的 命题 。 阿 
基 米 德 可 能 也 已 知道 了 与 之 相当 的 立方 和 的 结果 ， 很 晚 
以 后 阿拉 伯 人 将 他 的 工作 加 以 推广 ， 把 四 次 寡 也 包括 在 
内 了 。 二 七 世纪 时 ,至 少 有 半 打 数目 的 数学 家 一 一 卡 瓦 
列 里 , 托 里 拆 利 . 罗 贝 瓦尔 . 费 尔 马 , 帕斯卡 和 沃 利 斯 一 一 


(大 约 是 各 自 独立 地 ) 想 通过 对 其 他 的 二 值 求 出 | za 


的 值 , 把 阿 基 米 德 的 这 一 工作 进一步 推广 , 从 而 直接 引出 
微 积分 运算 。 这 些 人 用 的 方法 ， 一 般 说 来 并 不 是 阿 基 米 
德 的 定理 中 的 那 种 细心 的 几何 论证 ， 而 是 立足 于 不 可 分 
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量 和 无 穷 级 数 观念 之 上 的 一 一 在 那些 年 头 中 ， 数 学 严格 
性 观念 的 误 巴 使 得 这 些 观念 更 易于 为 数学 家 所 接受 ， 即 


使 它们 在 当时 也 不 见得 比 在 阿 基 米 德 的 时 代 更 无 可 指 搞 
些 


我 们 已 经 看 到 , 希腊 几何 主要 研究 的 是 形状 ,而 不 是 
变化 ,因而 函数 概念 还 没有 发 展 起 来 。 不 过 数学 偶而 也 
求助 于 运动 , 对 于 这 一 点 , 柏拉图 认为 线 由 运动 的 点 所 生 
成 的 想法 就 是 一 个 说 明 。 甚 至 在 柏拉图 时 代 之 前 ， 已 经 
对 用 两 重 运动 来 描述 的 某 些 特殊 曲线 进行 过 讨论 ， 这 一 
事实 是 另 一 个 说 明 。 这 种 曲线 中 最 著名 的 ， 也 许 是 诡辩 
家 希 比 亚 斯 的 制 圆 曲线 。 阿 基 米 德 可 能 曾 受 希 比 亚 斯 思 
想 的 影响 , 因而 把 他 的 螺 线 定义 为 点 的 轨迹 , 这 个 点 匀速 
地 沿 一 射线 运动 ， 而 这 条 射线 又 匀速 地 绕 其 某 一 固定 端 
点 转动 。 

阿 基 米 德 进一步 研究 了 这 条 有 曲线， 试图 作出 它 的 切 
线 ， 这 是 希腊 玫 何 中 可 以 找 得 到 的 相当 于 微分 学 的 为 数 
不 多 的 几 次 研究 中 的 一 例 。 跟 图 案 设计 的 静态 几何 一 
样 ， 欧 几 里 得 把 圆 的 切线 定义 为 与 圆 仅 接触 于 一 点 的 一 
条 直线 ， 这 一 定义 也 被 希腊 几何 学 家 推广 应 用 于 其 他 曲 
线 。 还 有 人 认为 下 面 的 定义 也 是 属于 古 希 腊 人 的 ， 它 按 
照 欧 几 里 得 一 个 定理 中 所 含 的 障 示 ， 把 切线 定义 为 一 条 
与 曲线 如 此 相 切 的 直线 ， 使 得 在 这 条 直线 与 曲线 之 间 的 
空间 中 不 能 插 进 其 他 的 直线 。 当然 ， 这些 定 义 在 应 用 上 
受到 限制 ， 一 般 而 言 并 没有 提出 一 个 作 切 线 的 方法 。 阿 
基 米 德 虽然 也 不 曾 提出 一 个 更 令 人 满意 的 定义 ， 但 他 在 
决定 他 的 螺 线 的 切线 时 ， 看 来 应 用 了 一 种 观点 更 为 一 般 
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的 方法 。 在 求 面 积 时 他 曾 从 静 力 学 出 发 考虑 ， 现 在 在 切 
线 问 题 上 ， 他 似乎 借助 于 动力 学 。 虽然 他 并 没有 这 样 地 
表达 他 的 意思 ， 但 看 来 很 可 能 是 ， 他 通过 确定 描 成 螺 线 
的 点 书 的 瞬时 运动 方向 ， 求 出 了 螺 线 p= ab 的 切线 。 这 
一 点 ， 他 或 许 是 通过 对 生成 这 条 螺 线 的 两 个 运动 应 用 速 
度 平行 四 边 形 原理 来 实现 的 ， 这 个 原理 早已 为 遗 遥 派 所 
注意 到 了 。 忆 点 的 运动 可 以 看 作 两 个 运动 的 合成 ， 一 个 
是 以 大 小 不 变 的 径 向 速度 及 沿 直线 OP 方向 的 运动 ( 见 
有 区, 另 一 个 是 在 与 之 垂直 的 方向 上 的 .速度 由 距离 OP 
和 旋转 常 速 的 乘积 及 一 -一 个 变化 的 量 一 一 所 给 出 的 
运动 。 因为 距离 OP 和 速度 都 是 已 知 的， 速度 平行 四 边 
形 (现在 是 一 个 矩形 ) 就 可 以 作出 ;所 以 合 速度 的 方向 , 从 
而 切线 PZ， 都 确定 了 。 

阿 基 米 德 求 螺 线 切 线 的 方法 , 被 说 成 “微分 法 ?或 “ 相 
当 于 我 们 应 用 微分 学 的 做 法 ?， 这 样 的 说 法 是 很 不 妥当 


的 。 很 明显 , 阿 基 米 德 不 曾 作 过 任何 努力 ,来 把 这 里 涉及 
的 观念 加 以 发 展 ， 使 之 成 为 解决 其 它 曲 线 的 切线 问题 的 
一 般 方 法 。 当 这 个 方法 在 十 七 世纪 托 里 拆 利 , 罗 贝 瓦尔 、 
笛 卡 儿 和 巴 罗 的 工作 中 再 度 出 现时 ， 它 的 应 用 范围 多 少 
是 拓 广 了 一 点 , 但 只 有 和 牛顿 的 流 数 法 才 提供 了 一 种 算法 ， 
从 任 一 曲线 的 方程 来 确定 可 以 从 中 求 出 切线 的 那 两 个 生 
成 曲线 的 运动 。 希 肛 几 何 中 既 没 有 相当 于 函数 的 曲线 概 
您 ， 也 没有 一 个 按照 极限 概念 来 定义 的 、 适 当 的 切线 定 
义 。 因 此 在 阿 基 米 德 的 思想 中 并 没有 预见 到 相 切 的 几何 
概念 是 基于 函数 概念 和 极限 这 一 数量 的 概念 ， 也 即 基 于 


作为 微分 学 基础 的 表达 式 lim (十 人士 22) 的 。 在 


整个 希腊 数学 中 , 对 极限 概念 的 需要 , 不 论 是 在 确定 曲 边 
形 面 积 和 曲线 的 切线 时 ， 甚 至 还 是 在 对 直觉 所 模糊 地 暗 
示 的 这 些 概念 加 以 定义 时 , 都 是 缺乏 认识 

所 以 ， 把 积分 和 导数 中 所 表述 的 观念 归功 于 阿 基 米 
德 是 不 对 的 。 这 些 观 念 并 不 是 希腊 几何 学 的 一 部 分 。 不 
过 , 阿 基 米 德 的 那些 问题 和 方法 , 对 这 些 观念 在 以 后 的 发 
展 或 许 个 是 最 强烈 的 刺激 因素 ， 因 为 从 它们 正好 就 通 向 
这 个 发 展 方向 。 阿 基 米 德 的 工作 对 新 的 分 析 方 法 的 启示 
是 如 此 有 力 ， 以 致 十 七 世纪 时 托 里 拆 利和 沃 利 斯 大 胆 地 
提出 这 样 一 种 见解 ， 古 希腊 的 数学 家 们 有 意 地 用 综合 的 
证 明 来 掩盖 促成 他 们 发 现 的 那 种 分 析 方 法 。 通 过 阿 基 米 
德 的 《方法 篇 》 的 发 现 , 关于 存在 这 种 方法 的 设想 是 被 证 
实 了 , 但 并 不 能 认为 , 古代 几何 学 家 在 他 们 的 著作 中 缺乏 
对 这 些 方法 的 进一步 加 工 提炼 ， 就 是 有 意 隐 有 瞒 。 虽 然 朋 
。 64 。 


时 速度 和 无 限 小 的 概念 为 托 里 拆 利 、 沃 利 斯 以 及 他 们 的 
同时 代 人 所 接受 一 一 多 半 是 不 加 批判 地 接受 的 ， 但 这 些 
观念 在 希腊 思想 家 们 看 来 却 不 能 为 数学 所 接受 、 尽 管 如 
此 , 到 了 十 七 世纪 , 阿 基 米 德 的 无 限 小 量 和 动力 学 方法 已 
被 作为 微分 和 微 积 分 的 流 数 形 式 的 基础 。 虽 然 牛 顿 和 莱 
布 尼 茨 把 无 限 小 和 瞬时 速度 的 概念 引进 了 微 积 分 ， 但 这 
些 概 念 以 后 仍然 不 时 是 择 击 的 对 象 一 一 事实 上 ， 一 直到 
十 九 世 纪 导 数 的 基础 概念 被 审慎 地 定义 以 后 为 止 。 

阿 基 米 德 时 期 以 后 , 希腊 几何 的 倾向 更 侧重 于 应 用 ， 
而 不 是 在 理论 上 的 新 发 展 。 对 于 微 积 分 ， 没 有 一 个 希腊 
数学 家 比 阿 基 米 德 更 接近 它 了 。 他 的 继承 人 一 一 希 帕 恰 
斯 .海伦 、 托 勤 密 以 及 其 他 人 转 而 研究 各 种 与 数学 有 
关 的 科学 , 诸如 天 文学 .力学 和 光学 。 但 是 阿 基 米 德 的 无 
限 小 量 观 念 并 没有 被 以 后 的 希腊 几何 学 家 所 忘却 。 公 元 
后 三 世纪 将 近 未 尾 时 ， 在 这 个 被 认为 数学 在 走 下 坡 路 的 
时 期 ， 几 何 学 家 帕 普 斯 不 仅 显 示 了 他 对 陡 基 米 德 这 些 方 
法 的 熟 答 ， 而 且 还 在 阿 基 米 德 关于 重心 的 工作 中 添加 了 
一 个 新 的 结果 一 一 通常 称 之 为 帕 普 斯 定理 。q 

但 是 ， 几 何方 法 进一步 的 重大 进展 毕竟 有 赖 于 其 他 
数学 分 支 中 某 几 次 大 变革 。 其 中 之 一 是 高 度 精 炼 的 抽象 
符号 代数 的 发 展 ， 另 一 就 是 在 代数 和 几何 中 引进 变化 的 
观念 一 -变量 和 函数 关系 的 观念 。 技 番 都 的 《算术 > 代表 
了 和 希 购 代数 思想 的 最 高 成 就 ， 它 完全 是 纯 符 号 届 辑 ， 而 
不 是 广义 的 算术 或 对 某 些 变量 的 函数 的 研究 。 其 中 遂 遥 
。@ 但 我 们 难以 办 信 , 这 个 定理 真是 由 巾 普 斯 首先 发 现 ,并 加 以 证 明 的 。 
见 韦 尔 * 埃 克 翻 译 的 帕 普 斯 的 数学 文集 >。 


。65 。 


派 的 逻辑 的 成 分 要 比 柏拉图 的 数学 本 体 论 观念 来 得 更 强 
烈 。 他 的 书 中 仅 引 进 一 个 未 知 数 ; 所 谓 有 意义 的 解 , 按照 
亚 里 士 多 德 的 传统 ， 仅 仅 是 能 表示 为 整数 之 商 形式 的 那 
些 数 。 无 理 数 和 虚数 还 没有 被 认识 。 

丢 番 都 的 《算术 代表 一 种 “字母 代数 ">， 因 为 其 中 系 
统 地 引进 了 某 些 循环 量 以 及 运算 的 字母 缩写 法 。 但 是 , 若 
想 要 使 他 工 作 能 与 几何 结果 相 联 系 ， 并 能 在 以 后 作为 
微 积分 的 合适 的 基础 , 则 它 还 得 更 完全 地 符号 化 , 数 的 概 
念 还 得 推广 ,变量 和 函数 的 概念 也 得 引进 。 中 世纪 时 印 
度 人 和 阿拉 伯 人 对 代数 发 展 的 兴趣 ， 经 院 派 哲学 家 对 连 
续 性 有 关 问 题 的 反击 ， 在 某 种 程度 上 为 引起 这 种 变革 提 
供 了 一 个 背景 。 记 以 在 十 六 ,十 七 世纪 , 阿 基 米 德 的 古典 
工作 发 展 成 了 组 成 微 积分 的 那些 方法 ， 而 这 个 进展 是 沿 
着 由 中 世纪 形成 的 传统 所 提示 的 路 线 而 取得 的 。 


第 三 章 ， 中 世纪 的 贡献 


关于 印度 数学 的 起 源 及 其 早期 情况 有 一 些 争论 而 未 
决 的 问题 ， 它 们 对 导数 与 积分 发 展 的 简 史 ， 并 无 直接 关 
系 。 因 为 导数 和 积分 的 概念 依赖 于 某 种 逻辑 上 的 精巧 ， 
它们 的 意义 , 对 于 早先 的 印度 数学 家 来 说 , 似乎 是 超出 他 
们 的 理解 能 力 之 上 , 或 至 少 是 不 曾 引起 他 们 的 兴趣 的 。 

印度 人 显然 是 寄 兴 趣 于 数学 的 算术 和 计算 方面 ， 而 
不 是 对 这 门 学 科 的 几何 和 理性 的 探讨 。 但 后 者 却 强烈 地 
投 合 了 希腊 人 的 心情 。 印 度 人 称 数 学 为 伽 尼 达 (ganita) 
意 谓 “ 计 算 科 学 ?, 这 正 说 明 他 们 的 爱好 。 他 们 喜欢 发 挥 数 
的 技术 甚 于 发 展 借 心 灵 以 产生 的 思想 。 因此 ,不管 是 欧 
几 里 得 的 几何 也 好 , 或 者 是 亚 里 士 多 德 的 逻辑 也 好 , 对 他 
们 都 没有 留 下 深刻 的 印象 。 对 希腊 几何 学 家 有 强烈 兴趣 
的 关于 不 可 公 度 的 毕 达 哥 拉 斯 间 题 ， 印 度数 学 家 并 不 感 
到 兴趣 。 他 们 对 处 理 有 理 量 和 无 理 量 , 以 及 曲 和 直 , 不 加 
区 别 。 对 发 展 代数 来 说 ， 这 种 态度 或 者 偶尔 起 了 一 种 推 
进 作用 , 因为 印度 人 并 不 象 希腊 人 那样 , 把 二 次 方程 的 无 
理 根 置之不理 , 同时 我 们 也 人 靠 印度 人 , 才 有 了 绝对 负数 的 
非常 合适 的 概念 。 这 种 数 系 的 普遍 化 , 以 及 由 此 引起 算术 
与 几何 表示 法 的 分 离 ， 对 微 积分 概念 的 发 展 说 来 起 了 主 
要 作用 , 然而 印度 人 不 能 了 解 这 个 改变 在 理论 上 的 意义 。 
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同样 ， 在 印度 思想 中 对 各 种 概念 没有 很 好 区 别 的 另 
一 个 结果 , 正好 引起 了 符合 近代 观点 的 一 个 改变 。 我们 
已 经 看 到 不 可 公 度 的 困难 ， 促 使 希腊 人 放弃 了 把 数 和 所 
有 几何 量 结合 起 来 的 企图 。 面 积 贴 合 上 的 毕 达 哥 拉 斯 问 
题 , 一 般 不 能 由 当时 习 知 的 数 和 几何 量 的 概念 得 到 解决 。 
圆 的 面积 不 能 用 直线 形 去 穷竭 ， 因 为 由 边 的 量 是 性 质 根 
本 不 同 的 。 圆 的 面积 不 是 和 正方 形 的 面积 相 比 较 ， 因 为 
面积 不 是 一 个 数 的 概念 。 面积 的 相等 不 是 指 等 值 ， 而 是 
指 重合 而 言 。 这 个 数 在 希腊 数学 中 没有 意义 。 印 度 人 
的 观点 则 不 同 ， 他 们 认为 直线 图 形 和 曲 边 图 形 没 有 什么 
本 质 的 区 别 ， 因 为 都 可 用 数 来 度量 ;主要 的 是 算术 与 度 
量 , 而 不 是 几何 和 关于 重合 的 研究 。 希 腊 人 对 数 的 离散 性 
和 几何 量 的 连续 性 之 间 的 严格 区 分 , 印度 人 是 不 认识 的 ; 
因为 这 种 区 分 对 没有 受到 过 芝 诺 疑难 或 其 辩证 法 所 干扰 
的 人 们 是 多 余 的 。 关 于 导致 微 积分 的 概念 和 方法 的 不 可 
公 度 .无 限 小 .无 限 大 、 穷竭 法 以 及 其 它 问题 , 都 被 忽视 。 

对 零 这 个 数 的 处 理 是 在 运算 的 困难 上 感到 的 一 一 这 
些 困 难 使 法 罗 摩 笈多 把 零 作 为 最 终 化 为 无 的 无 限 小 量 ; 
也 使 路 斯 迎 罗 认为 一 个 数 和 零 的 乘积 是 零 ， 但 若 还 要 作 
进一步 的 运算 , 这 个 数 必 须 保留 作为 零 的 乘 数 。 但 这 些 困 
难 似乎 不 是 由 于 企图 解决 隐 含 在 使 用 不 定型 的 逻辑 问题 
而 被 考虑 到 的 。 不 定型 后 来 使 最 早 应 用 微 积分 的 人 产生 
迷惑 。 极限 问题 虽然 也 隐 含 在 他 们 的 著作 中 ， 但 他 们 并 
未 明白 加 以 叙述 。 印 度数 学 家 对 这 门 学 科 的 数字 方面 的 
强调 , 以 及 印度 的 数码 和 位 置 记 数 法 的 原理 (后 者 亦 曾 为 
巴比伦 人 所 采用 ) 的 运用 ， 自 然 更 有 利于 代数 的 发 展 ， 从 
。68 ,，， 


而 也 有 利于 以 后 微 积分 运算 方法 的 发 展 。 然 而 导数 和 积 
分 的 逻辑 概念 用 希腊 的 记 数 法 来 定义 ， 正 如 用 我 们 的 记 
数 法 来 定义 一 样 容易 ， 因 此 ， 印 度数 学 对 这 些 概念 的 发 
展 , 没有 提出 了 什么 新 的 思想 。 
印度 的 记 数 法 , 通过 阿拉 伯 文 明 的 媒介 而 传 到 欧洲 。 
阿拉 伯 文 明 是 一 种 典型 的 折衷 ， 因 为 阿拉 伯 数 学 含有 希 
腊 的 因素 也 含有 印度 的 因素 。 阿 拉 伯 的 记 数 法 是 从 印度 
来 的 。 阿拉 伯 三 角 学 的 应 用 正 豆 及 算术 形式 ， 这 不 是 希 
由 恰 斯 弦 和 几何 的 表示 , 而 是 印度 的 。 阿 拉 伯 的 几何 学 ， 
显示 出 欧 几 里 得 和 阿 基 米 德 的 影响 ， 而 阿拉 伯 的 代数 则 
表示 回 到 希腊 的 几何 证 明和 丢 番 都 对 负数 的 避免 。 然 而 
阿拉 但 代数 的 一 般 性 质 则 和 丢 香 都 的 “算术 有些 不 同 ， 
因为 它 是 文字 式 的 , 而 不 是 缩写 式 的 , 而 且 讨论 的 多 半 是 
实际 生活 的 问题 ， 而 不 是 数 的 抽象 性 质 的 问题 。 阿拉 伯 
数学 的 整个 倾向 犹如 印度 数学 那样 , 往往 对 不 可 公 度 . 连 
续 、 不 可 分 量 和 无 限 大 等 思辩 的 问题 避 而 不 谈 一 -这些 
概念 在 希腊 几何 学 中 是 导向 微 积分 的 。 此 外 , 除了 对 古 
典 希 腊 著 作 的 增益 一 -诸如 我 们 现存 的 阿尔 , 海 赛 姆 关 
于 用 无 限 小 度量 抛物 体 以 及 关于 正 整数 的 立方 与 四 次 圭 
的 和 等 论著 一 -而 外 , 其 它 都 是 微不足道 的 , 因为 阿拉 伯 
人 的 思想 使 乏 进 一 步 追 求 这 样 富 有 成 果 的 概念 所 必需 的 
兴趣 。 然 而 应 归功 于 阿拉 伯 人 的 是 靠 了 他 们 许多 希腊 的 
著作 才 得 以 保存 下 来 , 并 传 到 欧洲 。 
自从 帕 普 斯 时 代 开始 ， 基 督 教 的 欧洲 对 传统 的 数学 
， 理论 , 实际 上 没有 什么 贡献 。 直 至 十 二 世纪 阿拉 伯 文 . 希 
伯 来 文 .和 希腊 文 手稿 的 拉丁 文 译本 出 现 以 前 , 欧洲 人 对 
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古代 的 论著 多 不 熟悉 。 在 这 个 时 期 以 前 ， 欧 几 里 得 的 蓝 
作 , 主要 是 通过 六 世纪 初 波 伊 修 在 他 的 “几何 学 中 命题 
选 所 作 的 大 都 不 加 证 明 的 阐述 而 知道 的 。 传 到 欧洲 的 阿 
基 米 德 的 著作 也 不 多 , 在 六 世纪 , 其 著作 为 一 般 人 所 知 的 
《经 欧 多 修 斯 注释 ) 仅 限 于 球 和 圆柱 , 圆 的 度量 , 以 及 平面 
的 平衡 ( 即 杠 杆 定律 ) 等 著作 。 

当 十 二 和 十 三 世纪 希腊 的 著作 开始 出 现 拉 丁 文 译本 
时 , 它们 并 没有 引起 欧洲 学 者 的 热烈 接受 , 因为 这 些 人 寄 
兴趣 于 神学 与 玄学 。 罗 吉尔 "培根 的 兴趣 和 约 当 " 尼 莫 拉 
里 斯 等 人 著作 的 出 现 ， 表 示 在 十 三 世纪 人 们 对 数学 的 活 
动 并 不 漠视 但 这 个 时 期 的 知识 , 表示 出 它 对 希腊 几何 学 
的 古典 著作 ， 没 有 充分 认识 一 一 这 种 无 知 导致 给 欧 几 里 
得 《几何 原本 > 第 五 命题 , 加 上 一 个 称号 , 叫做 “可 怜 里 的 
逃学 ” (fuga miserorum) 。@ 

中 世纪 后 期 对 希腊 几何 学 的 不 够 注意 ， 正 如 它 对 希 
腊 和 阿拉 伯 代 数 方法 的 缺乏 热情 那样 。 在 十 三 世纪 的 
1202 年 ， 由 于 比萨 的 利 奥 那 多 的 《算法 之 书 ?的 问世 而 出 
现 了 光明 的 前 景 。 然 而 在 以 后 的 约 三 百年 间 ， 直 到 1494 
年 出 现 了 卢 卡 .巴西 奥 利 的 《算术 大 全 > 才 有 足 与 * 算 法 
之 书 ， 比美 的 著作 继 之 而 起 。 这 个 时 期 数学 传统 的 前 进 
不 力 ， 曾 引起 对 这 个 时 期 的 数学 工作 极为 严厉 的 批评 。@ 


名 后 来 叫做 驴 桥 (Pons asinorumy)。 

图 汉 克 和 尔 在 《古代 和 中 世纪 数学 史 ?， 第 349 页 说 :“ 人 们 惊奇 地 发 现 ， 
利 奥 那 多 给 予 拉 丁 世界 的 那 一 镑 钱 , 在 三 百年 间 丝毫 没有 生出 什么 利息 。 我 
们 看 到 ， 除 了 一 些 细节 以 外 ， 没 有 任何 思想 和 任何 方法 不 是 由 《算法 之 蔬 ? 
或 “实用 几何 两 书 中 早已 知道 的 ， 或 者 可 以 直接 推导 出 来 的 ”该 书 第 
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从 对 希腊 几何 9 与 阿拉 伯 代 数 的 贡献 来 考虑 ， 这 个 遗 责 
是 正确 的 。 (然而 十 四 世纪 尼 科 尔 " 奥 雷 姆 在 阿拉 伯 代 数 
里 增加 了 分 数 寡 , 8 它 后 来 在 微 积分 方法 中 得 到 了 应 用 ， 
这 还 是 不 失 其 为 一 种 贡献 .) 从 1202 年 到 1494 年 之 间 ， 
确实 没有 出 现 过 阿 基 米 德 或 比萨 的 利 奥 那 多 的 继承 者 。 
另 一 方面 ， 如 果 从 数学 的 更 广 方面 一 一 探索 和 研究 引导 
到 最 后 得 到 演绎 证 明 的 命题 一 一 来 看 ， 那 末 这 个 所 谓 贫 
乏 时 期 ， 对 微 积分 的 发 展 还 是 提供 了 一 些 意味 深长 的 观 
点 。 在 这 方面 , 正如 在 其 它 方面 一 样 ,中 世纪 的 创见 也 许 
并 不 比 今天 少 。 

在 整个 中 世纪 的 前 半期 ， 亚 里 士 多 德 主要 以 他 的 逻 
辑 著作 闻名 于 欧洲 。 但 在 十 三 世纪 ， 他 的 科学 论著 得 到 
了 广泛 流行 。 虽 然 在 1210 年 ， 这 些 论 著 在 巴黎 受到 谴 
责 ， 但 到 了 1255 年 , 这 些 著 作 又 一 次 在 大 学 为 人 们 所 学 
习 。 那个 时 期 ,几乎 全 部 的 亚 里 士 多 德 著作 都 被 指定 为 
应 试 硕士 学 位 的 必 读 书 。 亚 里 士 多 德 在 他 的 《物理 篇 ? 
中 , 相当 详细 地 讲 到 无 限 大 ,无 限 小 .连续 , 以 及 其 它 和 数 


357 一 358 页 亦 作出 类 似 的 批评 。 卡 约 里 在 他 的 《数学 史 >， 第 126 页 说 ,“ 在 
这 个 时 期 唯一 明显 的 前 进 是 对 数字 运算 的 简化 ， 以 及 对 它 更 扩充 的 应 用 。?” 
同样 ， 阿 基 培 耳 特 在 其 < 数学 史 大 纲 2% 第 27 页 指出 从 比萨 的 利 奥 那 多 到 里 
吉 黑 葡 塔 纳 斯 是 "大约 250 年 的 贫乏 时 期 。” 白 卓 恩 波 在 其 “中 世纪 数学 文 
稿 作 者 书目 汇编 第 326 页 说 ,“ 在 这 个 时 期 内 没有 任何 发 展 可 言 , 要 想 找 
到 重大 的 数学 发 展 , 那 将 是 徒劳 的 。” 

@ 萨 栋 在 其 《数学 史 引 论 >， 卷 王 第 9 一 20 页 中 曾 很 好 地 说 过 , 我 们 
对 中 世纪 没有 做 出 公正 的 评判 ， 因 为 我 们 用 希腊 的 最 后 步骤 来 判断 其 最 初 
步骤 。 

@ 参见 < 比例 算法 >， 第 9 一 10 页 。 范 恩 必 数 的 系统 >, 第 113 页 ) 认 为 
在 这 方面 ,是 这 个 时 期 对 代数 的 唯一 贡献 。 
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学 分 析 有 关 的 题目 。 特别 在 以 后 一 个 世纪 , 这些 论 题 在 
一 部 分 经 院 派 哲学 家 中 成 为 活跃 的 讨论 中 心 。 但 这 些 都 
是 按照 磐 遥 派 的 哲学 而 不 是 从 数学 公设 的 思想 出 发 而 进 
行 研究 的 。 但 由 此 引起 的 思辨, 还 是 有 助 于 对 这 些 概念 
保持 一 种 兴趣 ,使 它们 以 后 成 为 数学 的 一 个 部 分 。 在 这 
个 问题 上 ， 经 院 派 思 想 的 一 个 最 好 例子 可 见于 一 个 人 的 
著作 中 ,他 对 中 世纪 的 思想 起 了 极 大 的 影响 。 这 个 人 就 
是 被 称 为 “ 深 湛 的 博士 > 的 坎 特 伯 里 的 大 主教 托马斯 . 布 
兰 德 瓦 丁 ， 他 也 许 是 十 四 世纪 英国 最 伟大 的 数学 家 。 在 
他 的 < 几何 探索 和 “连续 的 论著 , 中 , 除 其 它 问题 外 , 特别 
讨论 了 连续 量 的 性 质 。 他 的 观点 为 反对 一 切 原子 论 的 遂 
遥 派 的 观点 所 支配 。 无 论 何 时 ， 对 留 基 伯 和 德 蛮 克利 特 
和 否定 无 限 可 分 的 论点 ， 都 有 同意 他 们 的 也 有 反对 他 们 的 
人 。 在 这 一 点 上 经 院 派 时 期 也 不 例外 。 中 世纪 初期 关于 
不 可 分 量 的 概念 , 比 之 于 很 久 以 前 德 席 克利 特 所 主张 的 ， 
更 是 很 初步 。 卡 佩 拉 , 塞 维尔 的 伊西 多 尔 , 贝 德 以 及 其 他 
诸 信 ， 似 乎 相信 时 间 是 由 不 可 分 量 所 组 成 ， 一 小 时 包含 
22, 560 个 这 种 瞬间 。 这 些 瞬 间 看 来 大 概 (至 少 是 可 能 ) 被 
当 作 是 时 间 的 原子 。 在 中 世纪 的 后 期 , 各 种 形式 和 经 过 修 
正 的 不 可 分 量 论 为 罗伯特 * 格 罗 西 台 斯 塔 , 沃尔特 . 伯 利 ， 
享 利 .歌德 尔 , 和 其 他 人 所 主张 。 另 一 方面 , 罗 吉 尔 .培根 
在 他 的 《大 著 ? 中 ， 坚 决 认为 不 可 分 量 论 和 不 可 公 度 性 是 
不 相 容 的 。 后 一 论点 为 邓 斯 . 司 各 脱 ， 奥 卡 姆 的 威廉 ， 萨 
克 森 的 阿尔 贝 特 , 里 米 尼 的 格雷 区 里 , 以 及 其 他 诸 人 , 进 
一 步 所 发 展 。 布 兰 德 瓦 丁 曾 从 连续 统 问题 的 角度 , 考察 不 
可 分 量 论 的 建议 者 所 代表 的 各 种 观点 。 有 些 人 用 物理 学 
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的 原子 论 来 解释 , 也 有 人 用 数学 的 观点 来 解释 ; 有 些 人 假 
定 为 有 限 个 点 , 也 有 些 人 假定 为 无 限 数 个 点 ; 有 些 人 假定 
为 紧密 连接 的 ， 也 有 人 以 为 是 不 可 分 量 的 离散 集合 。 布 
兰 德 志 本 自己 认为 连续 量 虽 包含 无 穷 个 不 可 分 量 ， 但 不 
是 由 那些 原子 所 组 成 。 布 兰 德 瓦 丁 说 “连续 统 不 是 由 无 
穷 个 不 可 分 量 积累 (integrari) 或 组 成 的 >。 这 可 能 是 在 这 
种 场合 第 一 次 使 用 这 个 词 ， 后 来 莱 布 尼 欧 在 他 的 微 积分 
中 (根据 员 努 里 兄弟 的 意见 ) 用 它 来 表示 无 穷 个 无 限 小 的 
和 一 一 积分 integral 。 布 兰 德 瓦 丁 相反 地 又 支持 一 个 
连续 量 是 由 无 穷 个 同类 的 连续 体 所 组 成 的 理论 。 因 此 , 他 
显然 和 亚 里 士 多 德 相同 , 以 为 无 限 只 是 潜在 的 。 
奥 卡 姆 的 威廉 的 观点 似乎 是 介 于 布 兰 德 瓦 丁 的 主张 
和 支持 不 可 分 量 论 者 的 主张 之 间 。 在 承认 任何 连续 统 没 
有 一 部 分 是 不 可 分 量 的 同时 ， 他 和 亚 里 士 多 德 的 教导 相 
反 ， 以 为 直线 确实 不 只 是 潜在 的 而 且 是 由 点 组 成 。 然 在 
另 一 方面 ， 奥 卡 姆 以 为 点 、 线 、 面 是 纯粹 的 虚构 ， 不 象 一 
个 立体 是 实在 的 那样 意义 下 的 实在 。 人 们 也 不 应 该 对 经 
院 派 关于 连续 统 性 质 的 观念 ， 作 无 根据 的 附会 。 如 有 人 
就 把 布 兰 德 瓦 丁 的 观点 随便 地 和 布 劳 威 尔 与 近代 直 党 派 
的 观点 等 同 起 来 ， 后 者 设想 连续 统 是 由 无 穷 个 无 限 细 分 
的 连续 统 所 组 成 的 ， 奥 卡 姆 的 观点 还 被 认为 相当 于 罗素 
以 及 形式 主义 者 的 主张 ， 后 者 将 连续 统 作为 到 处 致密 的 
完备 集 。 这 种 比较 只 有 在 非常 一 般 的 意义 之 下 才 是 合理 
的 ， 因 为 经 院 派 的 思维 常 集中 于 不 可 分 量 的 真实 性 的 形 
而 上 学 或 玄学 的 问题 上 ， 而 不 是 在 寻求 合乎 数学 前 提 的 
一 种 表达 上 。 中 世纪 的 观点 是 没有 算术 的 严格 公理 基础 
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的 观念 的 ， 而 这 个 观念 正 是 数学 这 个 学 科 的 近代 思想 的 
特征 。 尽 管 如 此 , 十 四 世纪 对 不 可 分 量 的 争论 , 表示 了 对 
难点 所 在 的 透彻 了 解 和 明确 思想 ， 而 这 种 可 贵 的 特点 在 
几 个 世纪 以 后 , 还 在 导向 微 积分 的 无 限 小 方法 上 , 表现 了 
出 来 。 

-在 不 可 分 量 的 讨论 中 ， 必 定 产 生 无 限 分 割 和 无 限 大 
的 性 质问 题 。 事 实 上 , 中 世纪 的 哲学 家 讨论 这 个 问题 时 ， 
往往 是 从 无 限 分 割 与 无 穷 集合 的 观点 出 发 ， 多 于 从 无 限 
大 量 的 观点 出 发 。 回顾 -一 下 亚 里 寸 多 德 ， 他 曾 区 别 两 种 
无 限 一 一 法 无 限 和 实 无 限 。 他 绝对 否定 后 者 的 存在 ; 而 
前 者 ， 他 认为 只 有 在 无 限 小 的 连续 量 和 无 限 大 的 数 的 情 
况 下 才 成 为 现实 。 罗 马 诗人 卢 克 莱 修 用 他 的 尖锐 想像 
力 ， 认 为 无 限 的 概念 比 无 限 增加 的 洪 在 性 表示 的 意义 更 
多 。 他 集中 注意 于 无 限 众多 , 而 不 是 无 限量 , 暗示 了 许多 
关于 无 限 集合 的 性 质 , 如 无 限 集合 的 局 部 可 以 等 于 全 部 。 
然而 卢 克 莱 修 的 著作 并 不 为 中 世纪 欧洲 的 学 者 所 知道 。 
另 一 方面 ， 亚 里 士 多 德 的 区 分 还 为 经 院 派 的 哲学 家 所 继 
承 , 虽然 他 们 对 结果 有 所 修正 , 但 那 或 许 是 从 基督 教徒 的 
存在 着 一 个 无 限 的 上 帝 这 一 信仰 出 发 的 。 在 十 三 世纪 ， 
后 来 成 为 罗马 教皇 约翰 二 十 一 世 的 皮特 勤 斯 . 希 斯 巴 纳 
斯 , 在 他 的 < 逻辑 小 集 ? 中 以 为 有 两 种 无 限 : 一 种 是 自 成 无 
限 , 其 所 有 的 项 是 真实 实现 的 , 另 一 种 是 合成 无 限 , 它 和 
洪 在 性 永远 是 有 密切 关系 的 .O 这 个 区 分 和 最 近 一 个 哲 
学 家 和 科学 家 所 设想 的 ， 并 无 太 大 的 区 别 。 他 以 为 必需 

人 @@ 迪 晶 在 < 关于 利 奥 那 多 . 达 . 芬 奇 的 研究 >， 卷 II; “《 利 奥 那 多 . 达 , 芬 
奇 及 其 两 个 无 限 >, 第 1 一 53 页 , 对 这 个 问题 作出 精 各 的 论述 。 
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区 别 说 一 个 无 限 集合 是 可 以 想象 的 ， 和 说 一 个 无 限 集 合 
是 确实 被 想象 到 的 。 

两 种 无 限 的 讨论 开始 于 十 三 世纪 ， 而 在 整个 二 四 世 
纪 中 继续 了 下 去 。 例 如 萨克森 的 阿尔 贝 特 曾 以 为 只 要 更 
换 几 个 字 的 位 置 ， 就 可 清晰 地 指出 两 者 的 区 别 。 他 说 这 
两 个 观点 可 以 分 别 用 这 样 两 个 句子 来 说明 “无 限 连续 统 
是 可 分 的 和 “连续 统 是 无 限 可 分 的 ”。 布 兰 德 瓦 丁 虽然 
不 够 精细 地 但 也 很 明白 地 作出 区 别 ， 说 自 成 无 限 是 一 个 
无 止境 的 量 ， 而 合成 无 限 是 一 个 量 , 它 不 是 那样 大 , 但 可 
以 使 它 变 得 更 大 。 

虽然 有 两 种 无 限 的 区 别 ， 这 一 般 是 为 经 院 派 哲学 家 
们 所 承认 的 ， 但 他 们 对 这 两 种 无 限 的 存在 问题 的 看 法 是 
有 了 明显 的 分 歧 的 ,正如 今天 的 情况 一 样 。 奥 卡 姆 由 于 他 
的 唯 名 论 态度 和 他 著名 的 “剃刀 ”的 经 济 原则 , 同意 亚 里 
士 多 德 否 定 自 成 无 限 的 存在 。 另 一 方面 ， 里 米 尼 的 格雷 
艾 里 则 坚持 着 在 十 九 世 纪 数 学 所 要 证 明 的 ， 在 实 无 限 的 
概念 中 不 含有 上 自 相 矛盾 的 设想 一 一 即 所 谓 完 全 的 无 限 。 

从 数学 的 观点 来 讲 ， 比 这 些 哲学 推理 的 讨论 更 饶 兴 
趣 的 是 以 “计算 大 师 ” 的 尊号 而 知名 的 理 查 德 ' 苏 依 塞 思 
在 他 的 <* 算 书 ? 中 关于 无 限 这 个 问题 的 论点 。 这 部 书 成 于 
1328 年 以 后 ， 因 为 他 提 到 了 布 兰 德 瓦 JO 在 那 年 所 写 的 


” 奥 卡 姆 是 中 世纪 英国 哲学 家 , 他 主张 将 所 有 没有 现实 根据 的 东西 ,一 
闲 而 尽 , 这 称 为 " 奥 卡 姆 剃刀 ”。 一 一 译 者 
人 迪 晶 《关于 利 奥 那 多 ' 达 ' 芬 奇 的 研究 > 卷 IIL, 第 429 页 ) 不 正确 
地 认为 计算 大 师 在 他 的 著作 中 ， 只 提 到 布 兰 德 瓦 了 、 亚 丘 士 多 德 和 阿 瓦 洛 
斯 。 然 而 在 《 算 书 > 中 亦 提 到 古代 数学 家 , 例如 欢 几 里 得 和 波 伊 修 。 
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< 比例 论 ?, @ 但 也 有 可 能 是 写成 于 十 四 世纪 三 十 年 代 到 
五 十 年 代 之 间 。@ 虽然 苏 依 塞 思 对 无 限 的 辩证 论点 和 巧 
妙 的 诡辩 , 比 对 恰当 的 定义 更 感 兴趣 , 但 他 对 这 个 论题 作 
出 好 些 特别 有 数学 意义 的 评论 。 在 第 二 章 ， 他 说 要 解决 
所 有 关于 无 限 的 诡辩 ， 只 要 认识 到 一 个 有 限 部 分 和 无 限 
的 全 部 不 能 有 它们 的 比 就 行 了 ; 他 说 这 个 结论 可 由 想象 
得 知 , 因为 这 个 结论 的 反 命题 ,将 意味 着 任何 一 部 分 加 到 
全 部 后 , 不 会 改变 其 量 。 因 此 , 对 无 限 的 论证 , 不 能 如 同 
对 有 限量 那样 的 处 理 。 

约 在 二 百年 之 后 ， 伽 利 略 更 清楚 地 说 明了 有 限 的 法 
则 和 无 限 的 法 则 之 问 的 本 质 差 别 ， 但 他 集中 注意 于 无 
限 集合 之 间 的 对 应 关系 上 ， 而 不 是 考虑 到 有 限 对 无 限 的 
量 的 比 的 问题 一 这 个 观点 的 改变 导出 十 九 志 纪 微 积分 
的 最 后 表达 形式 。 在 计算 大 师 * 的 叙述 中 有 一 种 说 服 力 ， 
也 含有 一 种 警告 , 这 一 点 在 以 后 几 个 世纪 中 , 也 许 已 经 看 
得 很 清楚 了 。 但 这 些 叙述 显示 了 遂 直 派 倾向 于 将 无 限 作 
为 一 个 量 , 而 不 是 作为 项 的 集合 。 在 阿 基 米 德 的 工作 中 ， 
关于 无 限 之 所 以 有 成 果 ， 是 由 于 他 将 它 作为 线 的 无 限 到 
集 ， 或 一 个 级 数 的 项 的 无 限 聚集 所 致 。 以 下 将 要 介绍 计 

巴 < 算 书 ? 中 提 到 “正如 可 敬 的 名 师 托 马 斯 ' 布 兰 德 瓦 了 在 他 的 《比例 
论 ? 一 书 中 所 了 明白 宣称 的 ” 一句 话 。 林 ' 桑 戴 克 教授 惠 借 英国 博物 馆 所 藏 该 
书 的 复制 照片 。 这 是 一 本 未 注 明日 期 的 在 帕 多 亚 印行 的 主要 版 本 。 桑 戴 克 
(<《 幻 方 史 和 科学 实验 ?， 卷 ITIL 第 372 页) 把 它 定 为 址 7L 年 。 由 于 这 个 著 
作 既 不 著名 , 又 不 易 获 得 ,其 中 几 段 将 作 相 当 长 的 引用 。 这 个 印刷 本 包括 这 
样 多 的 缩写 , 不 易 阅读 , 但 将 作 充 分 改写 。 

加 桑 戴 克 :《 幻 方 史 ? 卷 HII, 第 375 页 。 斯 大 姆 (“ 关 于 连续 的 论著 沁 


第 34 页) 将 其 出 现 放 在 1350 年 以 后 。 
” 指 苏 依 塞 思 , 下 同 。 译 者 
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算 大 师 对 无 穷 级 数 的 研究 。 但 在 这 方面 , 我 们 将 看 到 他 
所 最 感 兴趣 的 不 是 序列 的 项 的 无 限 绵延 ， 而 是 某 些 无 限 
的 量 。 然而 考虑 这 个 级 数 ， 将 需要 研究 与 其 有 关 的 一 个 
更 大 的 问题 。 现 在 我 们 就 来 讨论 这 个 问题 。 

一 直 表 现在 经 院 派 思想 中 的 神学 、 哲学、 数学 以 及 科 
学 的 思考 的 那 种 混合 ， 在 十 四 世纪 数学 物理 的 发 展 的 研 
究 中 有 很 大 的 贡献 。 人 们 通常 认为 如 果 十 四 世纪 科学 知 
识 有 启 增 进 的 话 ， 那 只 是 由 于 实际 方面 的 发 明 与 应 用 。 
人 们 还 以 为 在 这 个 时 期 唯一 的 数学 成 果 是 对 印度 -阿拉 
伯 数 字 运 算法 则 的 简化 ， 这 是 由 比萨 的 利 奥 那 多 和 十 三 
世纪 其 他 的 人 传 到 欧洲 的 。 然 而 对 这 种 看 法 至 少 有 一 个 
例外 , 因为 正 是 在 这 个 时 期 , 特别 是 在 十 四 世纪 , 出 现 了 
一 种 先进 的 理论 , 它 对 科学 和 数学 带 来 了 丰硕 的 果实 , 并 
最 后 导出 导数 的 概念 。 这 个 进步 就 在 于 到 了 这 个 时 候 有 
了 一 种 在 数量 上 研究 变化 的 思想 一 一 当然 它 是 经 常 是 以 
辩证 方法 来 表示 ， 而 不 是 以 数学 方法 表达 出 来 的 一 一 因 
而 把 变化 的 概念 引进 了 数学 。 

幸 拉 克利 特 、 德 并 克 利 特 和 亚 里 士 多 德 曾 对 运动 方 
面 进行 了 定性 的 玄学 研究 ,希腊 几何 学 家 ( 希 比 亚 斯 、 阿 


人 那 是 荒 次 的 一 一 如 杜 皮 亚 斯 ' 腾 衣 格 在 其 《科学 的 概况 > 第 馈 页 所 
说 的 一 一 认为 对 亚 里 士 多 德 以 及 这 一 派 的 哲学 家 ,“ 他 的 诡辩 ， 对 静态 的 偏 
爱 , 对 运动 改变、 流动 .或 演化 等 的 反感 , 是 为 了 很 好 合 于 他 们 的 目的 ”将 
亚 里 士 多 德 关于 物理 科学 的 著作 作 一 简单 的 披 阅 ， 以 及 由 和 桑 戴 克 和 吉 勃 尔 
所 著 的 “中 世纪 用 拉丁 文 写 的 科学 著作 的 引言 的 目录 >， 将 知道 这 个 叙述 是 
如 何不 正确 。 亚 里 士 多 德 从 物理 观点 对 运动 的 现象 , 作 了 广泛 的 讨论 。 经 
院 派 哲学 家 不 仅 继续 了 他 的 工作 , 而 且 增 添 了 表达 量 方面 的 形式 , 它 在 以 后 
十 七 世纪 得 到 那样 成 功 的 发 展 。 
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基 米 德 、 尼 科 米 蒂 斯 、 戴 克 里 斯 ) 也 曾 让 这 种 概念 进入 他 
们 的 思想 (虽然 不 是 他 的 证 明 ) 之 中 ， 但 用 几何 量 来 表示 
连续 变化 ， 或 用 数 的 离散 性 来 研究 这 种 连续 变化 ， 这 似 
乎 不 是 起 源 于 他 们 。 希腊 对 天 文学 、 光 学 和 静 力 学 等 科 
学 都 作 过 几何 学 的 精心 研究 ， 但 对 变化 的 现象 希腊 人 却 
没有 作 过 这 样 的 运算 。 阿 基 米 德 在 静 力 学 方面 的 著名 工 
作 ， 不 曾 伴 有 任何 可 用 数学 命题 来 表示 的 相应 的 动力 学 
系统 。 
希腊 思想 对 严格 性 的 要 求 ， 使 得 全 等 在 几何 学 中 成 
为 基本 的 概念 , 并 且 不 允许 把 离散 性 与 连续 性 相 混淆 , 但 
这 种 要 求 却 不 能 为 建立 动力 学 科学 的 任何 尝试 所 满足 。 
再 者 , 希腊 人 的 天 文学 缺乏 加 速度 的 概念 ; 所 以 他 们 讨论 
的 运动 都 是 匀速 的 因而 不 变 的 ) 和 圆 的 运动 , 并 且 都 可 


”以 用 圆 的 几何 来 表示 。 对 于 局 部 运动 一 一 即 对 地 球 位 置 


的 改变 一 一 很 明显 地 却 没有 匀速 性 。 运 动 所 显示 的 是 一 
种 质 , 而 不 是 一 种 量 ; 而 在 古代 人 中 对 那 种 质 却 没 有 进行 
过 系统 的 量 的 研究 。 亚 里 士 多 德 曾 以 为 数学 是 研究 “不 
包含 运动 的 事物 ”， 并 以 为 数学 研究 的 对 象 是 连续 ， 物 理 
研究 的 对 象 是 运动 , 哲学 研究 的 对 象 是 存在 。 一 般 地 说 ， 
希腊 数学 研究 的 是 形态 ， 而 不 是 变化 。 层 番 都 的 代数 方 
程 中 的 量 是 常量 而 不 是 变量 ， 但 在 印度 和 阿拉 伯 代 数 中 
并 不 如 此 。 然而 在 经 院 派 时 代 又 产生 了 一 个 问题 ， 使 这 
个 观点 终 须 有 所 改变 。 亚 里 士 多 德 曾 将 运动 看 作 一 种 质 ， 
它 并 不 象 量 那样 因为 许多 部 分 联结 起 来 而 有 所 增 减 。 这 
个 概念 统治 了 多 数 人 的 思想 直至 十 三 世纪 末 。 这 时 ,， 兴 
起 了 一 个 反 踪 遥 派 主义 的 潮流 ， 使 运动 的 新 观点 在 巴黎 
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产生 。 
罗 吉 尔 , 培 根 在 十 三 世纪 的 后 半 时 , 对 运动 的 讨论 仍 
然 是 步 亚 里 士 多 德 的 后 侍 ， 但 早 在 十 四 世纪 由 于 动力 学 
概念 的 引入 , 已 经 预示 了 研究 这 个 问题 的 一 种 新 的 途 各 ， 
那 就 是 ， 当 一 个 物体 一 度 运动 起 来 ， 它 就 将 继续 运动 下 
去 ， 因 为 它 具 有 一 种 内 在 的 趋势 ， 而 不 是 象 远 和 派 学 说 
所 主张 的 那样 由 于 外 力 的 作用 所 致 ， 例 如 由 于 空气 的 继 
续 推动 它 才 继续 运动 下 去 。 这 个 曾 归 之 于 琼 . 伯 里 登 的 
学 说 ， 大 约 三 个 世纪 以 后 对 伽利略 在 动力 学 方面 的 著名 
工作 ， 起 了 特别 重要 的 影响 。 一 开始 ， 它 就 使 上阵 时 速度 
的 直观 概念 更 易 接 受 。 这 个 概念 被 亚 里 土 多 德 排除 于 科 
学 知识 领域 之 外 ， 但 为 十 四 世纪 对 变化 的 定量 研究 所 蕴 
涵 。 当 然 在 那个 时 期 不 能 有 关于 瞬时 变化 率 的 精确 定义 
伽利略 也 没有 给 出 一 个 定义 一 一 但 此 时 却 出 现 了 大 
量 的 与 其 说 是 数学 的 ,不 如 说 是 哲学 的 论文 。 各 个 作者 
都 是 以 他 所 具有 的 这 种 直观 概念 为 依据 的 。 这 些 论著 专 
门 讨 论 了 形态 幅度 (latitude of form)， 即 质 的 可 变性 问 
题 。 
没有 一 个 适当 的 名 词 似乎 足以 表达 相当 于 这 里 所 用 
的 形态 dtorm) 这 一 词 。 这 个 词 一 般 是 指 任何 可 以 有 变化 
和 含有 强度 的 直观 概念 的 质 一 一 也 就 是 指 诸如 速度 、 加 
速度 、 密 度 等 概念 。 这 些 概 念 现在 是 定量 地 表示 为 比 的 
极限 一 一 即 简单 地 表示 为 数 。 因此 ,现在 感到 没有 必要 
用 一 个 词 来 表达 中 世纪 的 形态 一 词 的 概念 。 一 般 地 说 ， 
形态 幅度 是 形态 具有 某 种 质 的 程度 ， 讨 论 的 中 心 是 形态 
的 增 (intensio) 和 减 remissio)， 或 者 是 这 个 质 的 所 得 
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或 所 失 的 变化 。 亚 里 士 多 德 曾经 区 别 匀 速 与 非 匀 速 。 但 
经 院 派 进一步 作 了 批判 性 的 辩证 的 解说 。 首 先 , 他 们 所 考 
虑 的 对 时 间 的 变化 率 不 一 定 是 距离 的 变化 率 ， 而 同样 也 
包含 了 其 它 许多 东西 ， 例 如 光 的 强度 、 热量 、 密 度 等 的 变 
化 率 。 其 次 一 一 更 为 重要 的 一 一 他 们 不 仅 区 别 均 匀 幅 度 
(atitudo uniformis) 和 非 均 匀 幅 度 (latitaudqo difformis) 
〈 即 均匀 变化 率 和 非 均 匀 变 化 率 之 间 的 区 别 )， 而 且 更 进 
一 步 将 非 均匀 幅度 区 分 为 均匀 的 非 均 匀 幅 度 datitudo 
uniformiter difformis) 或 非 均 匀 的 非 均 匀 四 度 (latitudo 
diitormiter difformis)(〈 即 根据 变化 率 的 瞬时 变化 率 是 均 
勾 与 否 ); 而 上 述 的 有 时 又 依次 再 分 为 均匀 的 非 均 匀 的 
非 均 匀 幅 度 (latituqo uniformiter difformiter difformisy 
或 非 均匀 的 非 均匀 的 非 均 匀 幅 度 datitudo ditformiter 
diftormiter difformis) 。 

这 种 力求 对 可 变性 的 困惑 问题 ， 通 过 言辞 来 引进 秩 
序 的 企图 ， 注 定 要 在 儿 世 纪 以 后 为 等 价 的 叙述 所 代替 。 
这 种 叙述 用 代数 与 微分 学 的 非常 简单 的 术语 和 符号 ， 在 
数学 和 科学 中 表达 出 来 。 然而 中 世纪 的 这 些 企图 ， 毕竟 
代表 了 第 一 次 用 严肃 和 认真 的 态度 ， 使 可 变性 的 概念 定 
量化 。 

关于 形态 幅度 问题 的 起 源 ， 笼 单 着 一 层 疑 惑 之 雾 。 
邓 斯 ' 司 各 脱 似 平 是 第 一 个 考虑 到 形态 的 增 和 减 的 人 , 哩 
然 关于 形态 幅度 的 一 些 初 步 的 概念 在 相当 时 候 以 前 已 明 
显 地 有 了 。 享 利 ' 歌 德尔 在 这 方面 曾 用 过 幅度 这 一 词 。 
在 十 四 世纪 前 期 ， 关 于 形态 可 变性 和 幅度 的 问题 费 利 的 
和 集 姆 斯 、 沃 尔 特 " 伯 利 、 萨 克 森 的 阿尔 贝 特等 人 都 发 表 过 
。80 ， 


文章 。 1328 年 在 牛津 在 布 兰 德 瓦 丁 的 有 关 比 例 的 论著 
之 中 可 见 到 同样 的 概念 。 这 本 著作 中 力学 多 于 算术 。 但 
这 位 大 主教 对 形态 幅度 的 理论 却 没有 作 过 特殊 的 研究。 
“在 士 四 世纪 , 数学 科学 在 牛津 大 放 光 芒 ” 不 但 出 现 了 布 
兰 德 瓦 了 的 著作 ， 而 且 出 现 了 关于 形态 幅度 这 类 论文 的 
“先驱 典范 ? 一 一 这 也 就 是 以 前 已 介绍 过 的 苏 依 塞 思 的 
《 算 书 ?。q 

在 十 四 世纪 中 时, 形态 幅度 学 说 已 为 人 所 部 知 , 这 可 
由 这 样 一 个 事 赛 说 明 ， 即 计算 大 师 的 六 作 一 来 就 投入 了 
问题 的 中 心 , 讨论 了 形态 增 减 , 以 及 对 非 均 匀 幅 度 是 否 对 
”应 于 其 极 大 或 极 小 的 强度 问题 。 至 于 形态 可 对 应 于 任何 
强度 其 意义 究竟 何在 ， 则 没有 说 清楚 。 但 计算 大 师 在 这 
里 似乎 趋向 于 平均 强度 的 观点 ， 这 个 观点 不 用 微 积 分 的 
概念 是 不 能 使 之 精确 的 。 但 在 第 二 章 中 , 在 这 方面 他 得 
到 了 一 个 结果 ， 这 对 以 后 科学 和 数学 的 发 展 将 是 特别 重 
要 的 。 在 考虑 变化 的 东西 的 强度 时 ， 他 得 到 一 个 和 热 的 
容量 问题 有 关 的 结论 ， 一 个 形态 在 一 个 区 间 上 的 变化 率 
为 常数 , 或 在 每 半 个 区 闻 上 为 均匀 的 , 则 其 平均 强度 为 第 
一 个 和 最 后 一 个 强度 的 平均 数 。 其 严格 的 证 明 需 要 用 到 
极限 的 概念 。 但 计算 大 师 求助 于 以 变化 率 的 物理 经 验 为 
基础 的 辩证 推理 。 联 系 到 这 种 形态 , 他 论证 说 , 如 果 较 大 
的 强度 允许 均匀 地 减少 到 平均 数 ， 同 时 较 小 的 强度 以 同 
样 的 变化 率 增 加 到 这 个 平均 数 ， 则 就 整体 说 ， 既 未 增加 ， 

@ 对 这 本 著作 的 内 容 的 一 般 似 述 ， 见 桑 戴 克 的 < 幻 方 史 %， 卷 ITIL 第 


和 XIII 章 ; 迪 昂 的 《关于 利 奥 那 多 ' 达 - 芬 奇 的 研究 ?2， 卷 TI 第 入 7 一 481 
页 。 没 有 从 数学 观点 来 分 析 《 算 书 ? 的 著作 可 资 采用 。 
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又 未 减少 。 作者 将 这 个 论证 作 了 进一步 的 发 挥 ,并 添上 
如 下 那样 的 数学 说 明 : 如 果 强 度 均 匀 地 从 四 增加 到 八 , 或 
者 对 时 间 的 前 一 半 是 四 , 对 后 一 半 是 八 , 那 末 作用 于 全 部 
时 间 的 就 是 一 个 均匀 强度 为 六 的 结果 。 

这 里 所 述 的 方法 ， 他 在 “ 算 书 ?的 其 它 各 章 中 曾 再 加 
以 详 述 ,并 应 用 它 来 讨论 密度 、 速 度 和 光 的 强度 等 问题 。 
在 这 里 , 苏 依 塞 思 再 次 用 了 这 个 定律 , 即 如 果 这 些 中 间 的 
一 个 其 变化 率 为 常数 , 或 者 如 果 形 态 是 这 样 的 , 在 区 间 两 
半 中 的 每 一 个 其 变化 率 为 零 ， 则 平均 强度 是 前 一 值 与 后 
一 值 的 平均 数 。 如 同 在 研究 热 的 强度 的 变化 时 一 样 ， 苏 
依 塞 思 对 他 所 采用 的 名 词 没 有 给 予定 义 ， 因 为 这 就 必须 
事先 假定 有 极限 概念 的 知识 。 这 种 精确 定义 的 欠缺 ,使 
得 计算 大 师 陷 入 包含 无 限 概念 的 困难 。 例如 ， 他 将 零度 
的 稀 玻 度 当 作 无 限度 的 稠密 度 , 反之 亦 然 。 因此 常 无 必 
要 地 卷 入 了 无 限 的 疑难 之 中 。 

计算 大 师 所 表现 的 倾向 是 从 强度 或 量 ， 而 不 是 从 集 
合 的 观点 来 考虑 无 限 的 。 这 可 以 再 从 他 讨论 的 一 个 非 均 
匀 变 化 的 例子 来 说 明 。 在 这 里 如 果 他 的 目的 不 在 于 把 数 
学 引进 变化 的 辩证 讨论 ， 而 在 于 将 变化 的 问题 带 进 数学 
的 领域 ， 那 末 非 均匀 变化 对 微 积 分 的 发 展 可 能 会 产生 重 
要 影响 。 计 算 大 师 在 他 的 《 算 书 ? 的 第 二 册 中 ， 曾 出 于 需 
要 考虑 了 以 下 的 问题 ， 如 果 在 一 个 给 定时 间 区 间 的 一 半 
中 , 一 个 变化 以 某 一 强度 持续 着 , 在 另 一 半 的 第 一 个 四 分 
之 一 区 闻 中 , 强度 是 前 者 的 两 倍 , 而 在 以 后 八 分 之 一 区 间 
中 ， 强 度 是 三 倍 , 如 此 继续 下 去 以 至 无 穷 , 那 末 在 整个 区 
闻 的 平均 强度 将 是 在 第 二 个 子 区 闻 的 变化 的 强度 (或 原 
。82 ,， 


来 强度 的 两 倍 ) 。 
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这 是 相 当 于 级 数 可 十 节 十 可 十 大 十 …… 十 - 瑟 十 人 


的 和 等 于 2。 我 们 应 还 记得 ， 阿 基 米 德 在 他 的 几何 学 中 ， 
采用 了 某 些 简单 的 级 数 。 但 由 于 希腊 典型 的 无 限 ， 他 只 


考虑 到 % 项 为 止 。 他 清楚 地 了 解 到 级 数 1T+ 工 + 


+ 放 二 + 本 这样 接 近 于 生 ， 以 臻 到 了 充分 多 的 项 


以 后 , 其 差 可 使 小 于 任何 特别 给 定 的 量 。 然而 他 没有 走 
得 这 样 远 而且 没 有 定义 和 为 这 个 级 数 的 “和 ”, 因为 他 
的 思想 仍 为 芝 诺 疑难 所 限制 着 ， 除 非 他 已 有 了 如 十 九 世 
纪 所 给 的 用 精确 方式 表达 出 来 的 极限 概念 。 另 一 方面 ， 
十 四 世纪 经 院 派 的 讨论 经 常 涉及 无 限 ， 包 括 作为 实在 的 
与 作为 潜在 的 说 法 ， 以 致 苏 依 塞 恩 深 信 不 疑 地 借助 于 时 
间 区 间 的 一 个 无 限 分 割 , 来 得 到 一 个 无 穷 级 数 的 等 价 物 。 
他 不 去 解决 芝 诺 的 疑难 ， 来 说 明 一 个 无 穷 级 数 有 一 个 和 
是 什么 意义 一 -这 是 一 个 将 来 数学 家 最 后 要 考虑 的 问 
题 。 相 反 , 计算 大 师 在 无 限 的 量 和 无 穷 级 数 这 两 者 之 中 ， 
特别 对 前 者 感 兴趣 。 在 他 讨论 的 问题 中 , 不 仅 时 间 区 间 
可 以 无 限 分 割 , 而 强度 本 身 也 成 为 无 限 。 那 么 一 个 其 改变 
率 为 无 限 的 量 怎样 可 以 有 一 个 有 限 平均 改变 率 呢 ? 苏 依 
塞 思 认为 对 这 个 疑难 问题 , 需要 作出 证 明 。 因而 他 作出 
宛 长 的 相当 于 无 穷 级 数 收敛 的 证 明 。 他 的 证 明 如 下 ， 
考虑 作用 在 给 定 的 时 间 区 间 上 的 两 个 均匀 且 相 等 的 


改变 率 “和 轧 这 个 区 间 是 依照 比 3 ， 开 , 于，… 加 以 分 


e。83 ， 


割 的 。 现 在 设 在 这 个 区 间 的 改变 率 刀 增加 两 售 ; 而 w 设 
在 第 二 个 子 区 间 增 为 两 倍 , 在 第 三 个 子 区 间 增 为 三 倍 ; 如 
上 面 的 问题 , 这 样 以 至 无 穷 。 现 在 , 在 第 二 个 子 区 间 内 
的 增加 ， 如 果 在 这 个 区 间 和 以 下 的 子 区 间 中 都 保持 这 样 
不 变 ， 则 这 时 所 增加 的 将 相当 于 了 在 前 一 半 时 间 所 改变 
的 结果 。 又 0 在 第 三 区 间 增 为 三 倍 ， 如 果 在 这 个 区 间 和 
以 下 的 子 区 间 中 都 保持 这 样 不 变 ， 则 这 时 所 增加 的 将 等 
于 5 在 第 二 子 区 间 改 变 的 结果 , 这 样 以 至 无 穷 。 所 以 将 a 
两 倍 . 三 倍 等 等 增加 的 结果 , 等 于 使 5 增 为 两 倍 , 即 上 面 
所 考虑 问题 中 的 平均 改变 率 是 在 第 二 子 区 间 的 改变 率 。 
这 就 是 所 要 证 明 的 。 

计算 大 师 所 给 这 个 用 沉 问 词 句 的 证 明 ， 自 然 地 是 完 
全 根据 我 们 对 均匀 变化 率 的 直观 。 由 于 苏 依 塞 思 在 他 的 
论文 中 经 常用 速度 .密度 . 光 的 强度 , 以 及 其 它 名 词 , 而 未 
能 给 出 清晰 的 定义 ， 因 而 他 的 著作 中 谈 到 变化 时 就 经 党 
出 现 话 辩 一 一 正如 亚 里 土 多 德 的 (物理 篇 ?也 多 多 少 少 是 
那样 一 一 而 不 是 作 严肃 努力 去 找 出 运动 和 变化 现象 的 科 
学 基础 。 

苏 依 塞 恩 不 幸 采取 了 肖 遥 派 的 态度 , 把 诸如 干燥 , 寒 
冷 和 稀 琉 等 的 质 作为 潮湿 . 温暖 ,密度 的 对 立 面 而 不 是 简 
单 地 作为 后 者 的 程度 ,@ 正 因为 如 此 , 所 以 他 在 考虑 这 些 
问题 时 ， 他 也 就 不 必要 地 时 常 引 进 了 无 限 的 疑难 而 使 问 


@@ 在 这 方面 必须 说 明 的 ， 几 世 纪 以 后 ,伽利略 深入 广泛 讨论 咀 种 派 的 
质 是 否 正确 (< 伽利略 全 集 >2, 卷 王 第 160 页 以 及 以 后 几 页 )。 即 使 在 十 八 与 
十 九 世纪 ,关于 “ 冷 ” 光 的 存在 问题 , 仍 在 讨论 。 例 如 见 尼 禾 的 “约瑟夫 . 白 拉 
克 关 于 化 学 元 素 的 讲演 第 374 页 。 
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题 复杂 化 了 。 尽管 如 此 ,我 们 还 是 感到 这 位 计算 大 师 是 
作出 严肃 努力 从 量 方面 来 了 解 这 些 数学 物理 的 概念 的 第 
一 个 人 。 他 大 胆 地 研究 那些 量 的 改变 ， 不 仅 开 创 了 对 这 
些 科学 的 钻研 , 而 且 也 提示 了 要 将 变量 和 导数 引进 数学 。 
实际 上 ， 苏 依 塞 思 在 这 方面 所 用 的 流 数 和 流量 这 两 个 词 
就 在 大 约 三 百年 后 为 牛顿 所 采用 。 和 牛顿 在 其 微 积 分 中 ， 
命名 那些 变动 的 数学 量 为 流量 ， 而 其 变化 率 为 流 数 。 后 
顿 也 明显 地 和 苏 依 塞 思 一 样 ， 感 到 无 需 对 这 个 流 数 概 念 
予以 定义 ， 而 以 运动 的 直观 为 满足 。 我 们 的 均匀 和 非 均 
匀 变 化 率 的 定义 , 正如 苏 依 塞 思 所 已 预料 到 的 那样 , 是 用 
数学 来 表达 的 ; 但 其 严格 的 定义 , 只 能 在 极限 概念 的 发 展 
以 后 , 才能 给 出 , 而 对 这 个 发 展 牛 顿 是 有 所 贡献 的 。 极 限 
概念 产生 于 微 积分 思想 ， 而 后 者 又 是 从 几何 直观 发 展 而 
来 的 。 计 算 大 师 的 元 长 辩证 ， 并 不 诉 诸 几 何 直 观 。 但 几 
何 直观 在 他 早期 企图 研究 变化 问题 的 尝试 和 微 积分 所 给 
的 最 后 表达 之 间 ， 终 究 是 起 了 媒介 作用 的 。 这 个 在 苏 依 
塞 思 的 宛 长 讨论 和 简洁 的 代数 符号 之 间 的 联系 ， 为 十 四 
世纪 研究 形态 幅度 的 其 他 诸 人 所 提供 。 这 些 人 中 最 著名 
的 是 尼 科 尔 奥 雷 姆 。 

奥 雷 姆 约 生 于 1328 年 ， 死 于 1382 年 。 他 较 计 算 大 
师 年 轻 一 些 ; 因为 我 们 有 后 者 写 于 1837 年 的 手稿 。 他 的 
学 说 多 半 可 能 来 自 苏 依 塞 思 和 牛津 学 派 的 其 他 诸 人 .0 


@@O 迪 昂 (< 关于 利 奥 那 多 ' 达 ' 芬 奇 的 研究 2%, 卷 JIL 第 48 一 479 页 ?看 
出 < 算 书 > 中 受到 奥 雷 姆 的 影响 ， 琢 示 出 苏 依 塞 思 的 著作 是 “衰老 科学 的 著 
述 , 所 论 无 意义 ”。 维 莱 脱 纳 〈k 关 于 中 世纪 无 穷 级 数 的 历史 >% 第 166 一 167 
页 7 引证 迪 昂 说 , 计算 大 师 重新 发 现 了 奥 雷 姆 的 一 些 例子 。 然 而 桑 戴 克 明白 
表示 奥 雷 姆 的 著作 是 计算 大 师 的 著作 的 继续 。 
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再 者 ， 从 他 们 著作 的 特点 看 来 ， 似 乎 有 理由 说 他 在 牛津 
的 “ 算 书 ?的 撰写 年 代 应 该 在 奥 雷 姆 的 著作 在 巴黎 出 版 之 
前 ; 因为 后 者 没有 前 者 的 主要 缺点 一 一 即 宛 长 繁杂 的 辩 
证 证 明和 错 综 的 诡辩 倾向 。< 算 书 > 的 全 部 没有 图 解 或 参 
照 儿 何 的 直观 ， 其 推理 纯粹 是 用 言词 和 算术 来 表达 的 。@ 
勇 一 方面 , 奥 雷 姆 以 为 形态 幅度 中 所 含 的 变化 , 其 种 类 有 
多 种 , 不 参照 几何 图 形 来 讨论 是 有 困难 的 。 因而 奥 雷 姆 
的 著作 最 有 效 地 应 用 几何 图 形 和 直观 , 并 用 一 个 坐标 系 ， 
使 其 证 明达 到 明白 简单 的 程度 。 奥 雷 姆 对 形态 幅度 应 
用 图 解 表示 法 ， 对 微 积 分 的 发 展 是 迈 出 了 一 步 。 虽然 近 
代 分 析 学 的 逻辑 基础 ， 近 来 尽 可 能 地 避免 几何 直观 的 应 
用 , 但 正 是 由 于 几何 学 的 研究 以 及 用 数 来 表示 这 些 问题 ， 
所 以 导数 与 积分 的 概念 才 提 了 出 来 并 逐渐 地 得 到 详尽 描 
述 。 

《形态 幅度 论著 ?一 书 , @ 一 般 以 为 是 奥 雷 姆 所 作 , 并 
认为 这 是 他 对 这 个 问题 的 主要 著作 。 虽 然 其 中 的 观点 和 
他 的 观点 大 致 符合 ， 但 这 部 论著 似乎 只 是 他 的 较 大 的 著 
作 “ 论 力 与 其 度量 形式 ?@ 一 书 的 拙劣 模仿 ， 作 者 可 能 是 
奥 雷 姆 的 一 个 学 生 。“ 论 力 与 其 度量 形式 ?是 论 形态 幅度 

@ 斯 大 姆 (“ 关 于 连续 的 论著 ”， 第 23 页 ) 明 显 地 参照 在 1520 年 出 现 的 
一 个 版 本 ,而 他 错误 地 以 为 这 是 第 一 版 。 他 声称 苏 依 塞 思 用 几何 图 形 说 明 
他 的 表示 法 。 这 个 图 解 很 可 能 是 以 后 插入 的 ， 因 在 第 一 版 (1477 年 ) 中 未 曾 
见 到 。 再 则 , 法 国 的 抄写 者 有 时 将 图 解 画 在 那些 牛津 著作 原稿 的 旁边 。 

@ 关于 这 个 著作 的 综合 氢 述 , 见 维 莱 脱 纳 的 “关于 “论著 :”"。 对 奥 需 姆 
著作 的 评论 , 以 及 对 这 个 时 期 的 一 个 全 面 研究 , 见 迪 昂 的 < 关于 利 奥 那 多 . 达 
. 芬 奇 的 研究 >, 卷 III, 第 346 一 405 页 。 


轿 维 莱 脱 纳 的 “关于 函数 概念 ” 一 文 有 关于 这 部 著作 中 具有 数学 重要 
性 的 部 分 的 广泛 描述 。 
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的 最 完备 的 著作 之 一 , 大 约 写 于 1361 年 之 前 。 它 从 几何 
如 何 表示 变化 开始 ， 而 不 是 象 计 算 大 师 那 样 用 数 来 对 变 
化 作 辩 证 的 说 明 。 依 照 希腊 的 传统 ， 奥 雷 姆 以 为 数 是 离 
散 的 ， 几 何 量 是 连续 的 ， 因 而 他 很 自然 地 把 连续 改变 和 
几何 图 解 相 联系 了 起 来 。 他 设想 将 一 个 由 形态 所 得 到 的 
某 种 的 质 的 改变 率 , 用 一 线段 垂直 于 另 一 条 直线 来 表示 ， 
这 直线 上 的 点 表示 所 讨论 的 时 间或 空间 区 间 的 分 点 。 例 
如 ， 一 条 水 平 线 或 经 线 可 以 代表 一 个 给 定 速度 的 时 刻 或 
持续 时 间 , 而 垂直 的 高 度 或 纬 线 代 表 速 度 的 强度 。 注 意 ， 
这 里 是 用 了 “经 线 " 和 “ 纬 线 ? 这 两 个 名 词 来 代表 我 们 现在 
在 一 般 意 义 下 所 表达 的 横 坐 标 与 纵 坐 标 。 当 然 奥 雷 姆 的 
著作 并 不 是 最 旱 应 用 坐标 系 的 代表 ， 因 为 古代 希腊 地 理 
学 已 经 在 这 方面 对 它 运 用 自如 了 ; 他 的 图 解 表 示 法 , 也 不 
能 认为 是 相当 于 我 们 的 解析 几何 , 虽 因为 它 缺 乏 任何 几 
何 曲线 都 可 以 通过 坐标 系 和 一 个 代数 方程 相 联系 ， 以 及 
反 过 来 的 这 样 的 基本 思想 。 

奥 雷 姆 的 工作 在 数学 分 析 上 之 所 以 标志 着 显著 的 前 
进 ， 是 由 于 他 将 变化 的 研究 和 坐标 的 表示 法 联系 起 来 。 
虽然 亚 里 士 多 德 曾 否认 有 瞬 时 速度 的 存在 ， 但 这 个 观念 有 
时 还 是 隐约 地 为 希腊 几何 学 家 和 经 院 派 哲学 家 所 继续 采 
用 。 但 很 明显 奥 雷 姆 是 采用 以 线段 来 表示 胭 时 改变 率 的 
重要 步 又 的 第 一 个 人 。 当 然 他 不 可 能 给 出 关于 瞬时 速度 
的 一 个 合适 的 定义 , 但 他 还 是 努力 对 这 个 观念 加 以 澄清 ， 
指出 速度 愈 大 , 则 其 所 经 过 的 距离 也 愈 大 , 如 果 运 动 是 均 
勾 地 用 这 个 速度 持续 的 话 。 大 约 四 百年 以 后 ， 麦 克 劳 林 

中 过 昂 以 为 奥 震 姆 是 解析 几何 的 创造 者 。 
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才 企图 说 明和 牛顿 的 流 数 观点 , 提出 了 非常 相似 的 想法 。 但 
一 个 严格 和 明白 的 定义 ， 只 有 在 导数 的 概念 发 展 后 才能 
给 出 来 。 此 外 , 还 必须 指出 , 奥 雷 姆 是 被 不 可 分 量 和 连续 
统 的 问题 所 迷惑 着 了 。 他 尽管 明白 地 断言 一 个 瞬时 速度 
可 用 线段 表示 , 但 他 却 接受 亚 里 士 多 德 的 意见 , 认为 每 个 
速度 都 持续 于 一 段 时 间 之 内 。 这 个 观点 蕴涵 着 一 种 数学 
原子 论 的 形式 。 这 虽然 后 来 成 为 导致 牛顿 和 莱 布 尼 茨 微 
积分 思想 的 一 定 的 基础 , 但 已 为 近代 数学 所 抛弃 。 

一 个 广泛 的 信念 以 为 十 七 世纪 对 微 积分 的 形成 起 了 
重要 作用 的 动力 学 科学 , 几乎 全 部 是 伽利略 的 天 才 成 果 ， 
伽利略 “曾经 为 我 们 创造 …… ”“ 加 速度 的 …… 全 部 新 
观点 ”。 这 样 的 说 法 显然 是 十 分 错误 的 ， 只 要 对 十 四 世 
纪 的 形态 幅度 的 学 说 作 粗 略 的 回顾 就 可 很 清楚 看 到 这 一 
点 。 例 如 奥 雷 姆 不 仅 兽 有 一 般 的 加 速度 概念 ， 而 且 还 有 
特殊 的 均匀 加 速度 概念 。 这 从 他 的 叙述 来 看 就 很 明白 。 
他 以 为 如 果 加 速度 是 均匀 的 ， 则 速度 是 均匀 的 非 均匀 变 
化 ; 但 如 果 加 速度 是 非 均匀 的 ， 则 速度 是 非 均匀 的 非 均 
匀 变 化 。 奥 雷 姆 更 进一步 应 用 他 的 均匀 变化 率 概 念 和 
图 解 表示 法 于 这 样 的 命题 ， 即 一 个 物体 从 静止 开始 用 
均匀 加 速度 运动 所 经 过 的 距离 ， 等 于 这 个 物体 在 相等 
时 间 区 间 内 用 最 后 速度 的 一 半 的 均匀 速度 所 经 过 的 距 
离 。 后 来 在 十 七 世纪 ， 这 个 命题 对 无 限 小 方法 和 伽利略 
动力 学 二 者 的 发 展 , 起 了 中 心 的 作用 。 但 这 在 较 早 以 前 ， 
计算 大 师 已 经 提出 来 过 ， 而 且 形式 更 为 一 般 。 但 奥 雷 姆 
各 伽利略 给 它 一 个 几何 的 证 明 ， 这 个 证 明 虽 然 在 近代 
意义 下 不 甚 严 密 ， 但 在 积分 学 建立 以 前 ， 已 经 算是 最 好 
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的 了 。 吧 

这 个 定理 的 证 明 是 根据 这 样 的 事实 ， 即 在 均匀 速度 
之 下 的 运动 , 由 于 在 所 有 时 间 内 , 其 纬度 是 相同 的 , 所 以 
可 用 和 插 形 如 4BCZ (图 6) 来 代表 , 而 在 均匀 加 速 运动 , 其 
纬度 的 改变 和 经 度 的 改变 之 比 为 常数 , @ 则 对 应 于 直角 
三 角形 4BC。 奥 雷 姆 没有 说 明 这 样 的 事实 一 一 这 是 在 
积分 学 中 证 明 的 一 一 面积 4BG7 和 4BC 是 分 别 代表 每 
种 情况 历经 过 的 距离 ， 但 这 似乎 已 是 他 的 说 明 ， 因 为 由 
于 三 角形 0 三 和 2P4 为 全 等 , 他 得 出 结论 为 距离 相等 。 
这 可 能 是 第 一 次 用 曲线 下 的 面积 代表 物理 量 。 但 这 种 表 
示 方 法 是 在 微 积 分 十 分 广泛 地 应 用 于 科学 问题 之 后 才 流 
行 的 。 奥 雷 姆 没有 说 明 为 什么 在 速度 -时 间 曲 线 下 的 面 
积 表示 所 经 历 的 距离 。 但 是 很 可 能 他 设想 面积 是 由 大 景 


C 


4 万 有 
图 6 

@@ 迪 昂 (< 关于 利 奥 那 多 : 达 . 芬 奇 的 研究 ?>, 卷 TI, 第 388 一 398 页 ) 由 
于 错误 地 相信 奥 需 既 的 著作 为 在 计算 大 师 的 著作 之 前 ， 他 称 这 个 命题 为 奥 
雷 姆 定律 。 

@ 见 维 菜 脱 纳 的 《关于 函数 概念 > 第 209 一 210 页 。 亦 见 < 形 态 幅度 论 
著 >。 迪 昂 在 这 些 观察 的 基础 上 , 无 根据 地 以 为 奥 雷 姆 “给 出 直线 的 方程 , 从 
而 在 解析 几何 的 发 明 上 比 第 卡 儿 友 先 ”。 见 他 在 “天 主教 百科 全 书 > 中 所 写 
的 关于 “ 奥 雷 姆 "一 条 。 
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垂直 线段 或 不 可 分 量 所 组 成 ， 其 中 的 每 一 个 都 表示 一 个 
持续 在 极 短 时 间 内 的 速度 。 这 种 原子 论 的 解释 是 符合 于 
他 对 瞬 时 速度 的 看 法 ， 以 及 经 院 派 对 无 限 小 的 兴趣 的 。 
几 个 世纪 以 后 ， 这 种 解释 为 伽利略 更 勇敢 和 生动 地 加 以 
说 明 。 这 已 经 是 原子 论 概念 在 科学 和 数学 两 方面 大 大 地 
普及 的 时 候 了 。 

和 喘 需 姆 与 计算 大 师 具 同样 论点 的 , 在 这 个 时 候 , 特 
别 是 在 牛津 与 巴黎 还 有 其 他 人 。 享 蒂 斯 贝 里 的 威廉 是 牛 
津 的 一 个 著名 逻辑 学 家 ， 他 对 运动 这 个 问题 提出 的 话 辩 
或 者 超过 计算 大 师 ， 他 明白 地 令 述 了 均匀 的 非 均 匀 变 
化 .9 英汉 的 马 西 留 斯 在 巴黎 , 在 奥 雷 姆 的 几何 表示 法 的 
基础 上 , 详细 解释 这 个 同样 的 定律 。 牛津 和 巴黎 的 传统 
于 十 五 世纪 在 意大利 继续 下 去 。 这 里 巴 马 的 布 莱 修 斯 
《或 皮 阿 奇 奥 . 倍 里 卡 尼 ) 被 誉 为 这 个 时 期 最 多 才 多 艺 的 
哲学 家 和 数学 家 。 在 他 的 《对 形态 幅度 论著 的 质疑 ?中 同 
样 说 明了 这 个 定律 。 这 个 对 质 的 均匀 的 非 均匀 问题 的 同 
一 个 原理 于 十 六 世纪 在 巴黎 为 阿尔 瓦 勒 斯 .托马斯 、 约 
输 . 梅 杰 、 多 米 尼 克 * 索 托 和 其 他 人 所 知道 。 因 此 , 从 十 四 
世纪 到 十 六 世纪 ， 经 院 派对 均匀 加 速度 的 原理 似乎 已 成 
为 常识 。 佑 利 略 很 可 能 熟识 他 们 的 著作 ， 并 用 它们 来 发 
展 其 动力 学 。 无 论 如 何 , 在 1638 年 出 版 的 伽利略 著名 的 
“讨论 ?中 就 包含 了 和 奥 雷 姆 先前 所 作 的 非常 相似 的 一 幅 
图 和 一 种 论证 。 

@ 维 莱 脱 纳 (< 关 于 “论著 ?2, 第 T30 一 132 页 , 注 ) 说 享 蒂 斯 贝 里 的 论述 


伴 有 图 解 , 但 迪 昂 (< 关于 利 奥 那 多 ' 达 . 芬 奇 的 研究 2 卷 ITLL, 第 449 页 ) 说 ， 
在 他 的 著作 中 并 无 几何 证 明 。 
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力求 把 变化 用 数学 来 表示 的 努力 一 一 它 导 致 了 十 四 
世纪 形态 幅度 论著 的 盛行 一 以 多 种 方式 跟 其 它 与 微 积 
分 有 关 的 问题 发 生 了 联系 。 “形态 幅度 论著 ;的 作者 在 讨 
论 非 均匀 的 非 均 匀 幅 度 时 ， 一 个 形态 用 一 个 半圆 的 图 解 
表示 。 他 说 明 一 个 强度 的 变化 率 在 对 应 于 最 大 强度 的 点 
为 最 小 .@ 一 个 偶然 的 说 明 被 曲解 为 伟大 的 成 果 。 数 学 
史 工 作者 将 下 面 的 意思 加 给 了 作者 : 曲线 的 纵 坐 标的 增 
量 在 极 大 点 为 零 , 以 及 在 这 点 的 微分 系数 为 零 ! @ 将 这 些 
观点 归于 《论著 ?的 作者 显然 是 不 恰当 的 ， 因 为 它们 必需 
用 到 几 个 世纪 以 后 才 发 展 起 来 的 极限 和 微 商 概念 。 再 者 ， 
作者 的 意图 显然 没有 推广 这 个 结论 到 其 它 情况 ， 而 使 其 
叙述 普遍 化 。 然 而 他 的 说 明 是 明白 地 表示 出 形态 幅度 观 
点 , 在 几 个 世纪 以 后 进入 几何 和 代数 成 为 微 积 分 基础 时 ， 
何等 富有 成 果 。 经 院 派 哲 学 家 致力 于 用 词句 和 几何 图 形 
表示 他 们 的 观点 ， 因 而 不 如 我 们 一 一 理解 并 运用 了 数学 
记号 所 提供 的 思维 经 济 的 我 们 一 一 来 得 成 功 。 

奥 雷 姆 对 非 均 匀 的 非 均匀 幅度 的 进一步 研 求 ， 同 较 
早 的 苏 依 塞 思 一 样 ， 引 导 他 去 接触 对 微 积 分 的 发 展 是 重 
要 的 另 一 课题 一 . 即 无 穷 级 数 的 问题 。 他 和 计算 大 师 相 


| 中 “形态 幅度 论著 ?中 说 :“ 在 任何 那 种 图 形 上 , 其 增加 止 于 最 高 度 缓慢 
的 点 ， 其 减 小 始 于 最 高 度 缓慢 的 点 ， 在 图 中 可 以 明白 看 出 在 这 点 上 停止 上 
升 , 开始 下 降 。” 书 中 的 图 形 很 象 半圆 。 
加 古 茨 (<k 关 于 手稿 了 R. 4 ,2,?， 第 97 页 ) 说 奥 震 姆 大 体 上 注意 到 “ 砷 
线 的 纵 坐 标的 增 量 在 极 大 或 极 小 的 近 旁 是 等 于 零 。 而 莫 里 茨 * 康 托 尔 作出 
更 强 的 令 述 ， 他 说 (< 讲义 六 卷 I, 第 120 页 )“ 旭 雷 姆 看 出 在 曲线 的 最 高 与 
最 低 处 , 纵 坐标 对 横 坐 标的 微 商 等 于 零 , 显示 了 人 们 在 300 年 以 后 才 用 言语 
表达 出 来 的 定理 的 真实 性 。” 
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同 ， 考 虑 一 个 物体 在 某 个 时 间 区 间 的 前 一 半 ， 用 匀速 运 
动 , 在 下 一 半 的 前 四 分 之 一 时 间 , 用 两 倍 的 速度 , 在 再 次 
的 八 分 之 一 时 间 用 三 倍 的 速度 , 如 此 以 至 无 穷 。 他 求 得 
在 这 个 情况 所 经 过 的 全 部 距离 将 为 这 个 时 间 区 间 的 前 一 
半 所 经 过 的 距离 的 四 倍 。 可 是 计算 大 师 证 明 他 的 结果 是 
借用 迁 回 的 言词 来 说 明 的 。 而 奥 雷 姆 的 方法 在 这 里 〈 正 
如 他 的 早先 著作 ? 却 是 几何 的 , 并 用 面积 的 比较 。 这 个 面 
积 是 对 应 于 在 运动 的 图 解 表示 法 中 的 距离 。 

他 用 这 种 方法 处 理 另 一 相 他 的 情况 ， 将 时 间 分 为 部 


分 工 , 启 , 记 ，… 速度 依照 算术 比例 增加 与 上 同 。 这 时 
他 求 得 全 上 距 离 为 第 一 子 区 间 的 二-。 奥 雷 姆 于 是 从 事 考 


虑 更 复杂 的 情况 。 例如 ， 他 假定 在 时 间 区 间 的 前 一 半 ， 
物体 进行 匀速 运动 ， 在 其 次 的 四 分 之 一 时 间 ， 用 均匀 加 
速度 运动 将 速度 达到 原来 加 度 的 两 倍 。 于 是 在 其 次 的 八 
分 之 一 时 间 ,用 这 个 最 后 的 速度 匀速 进行 。 在 再 次 的 十 
六 分 之 一 时 间 ， 用 均匀 加 速度 进行 将 速度 达到 原来 两 们 
的 两 倍 。 如 此 以 至 无 穷 。 奥 雷 姆 在 这 个 情况 求 得 全 部 距 
离 或 质 (qualitas) 比 前 一 半 时 间 的 距离 等 于 七 比 二 。 这 
就 是 说 相当 于 对 级 数 到 十 二 十 工 +- 呈 + 二 + 区 + 下 
+ 认 +… 进 行 几何 地 相 加 到 无 穷 。 


计算 大 师 和 奥 雷 姆 不 是 考虑 那 种 无 穷 级 数 的 唯一 经 
院 派 。 一 本 写 于 1390 年 以 前 未 署名 的 册子 <4 是 一 种 热 
量 ” 中 有 关于 级 数 的 某 些 结果 重 被 发 现 。 两 个 多 世纪 以 
后 , 在 巧 09 年 , 同样 的 工作 见于 巴黎 的 阿尔 瓦 勒 斯 . 托 马 
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斯 的 4 关于 三 重 形态 的 论著 "。 这 本 书 是 企图 作为 苏 依 赛 
思 的 “ 算 书 的 引 论 , 其 中 含有 计算 大 师 和 奥 需 姆 早先 所 
给 的 好 儿 个 级 数 。 作 者 继续 讨论 了 类 似 而 更 复杂 的 情况 。 


”他 求 出 〔 按 计算 大 师 和 奥 雷 姆 的 方式 ) 级 数 T+- 和 。 瑟 
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.页 +… 到 无 穷 的 和 分 别 为 于 与 全 。 阿 耳 瓦 勒 斯 * 托 


马 斯 指出 有 无 数 其 它 的 级 数 可 以 找到 。 其 中 有 些 的 和 是 
含有 对 数 , 因而 他 不 能 得 到 精确 的 和 , 但 给 出 其 在 某 些 整 


数 之 间 的 近似 值 。 例 如 他 说 1 十 节 ， 却 十 ， 玉 十 与 


.二 … 的 和 《其 结果 为 3+log 2) 是 在 2 和 4 之 间 。 

必须 记得 ， 这 些 无 穷 级 数 并 不 是 被 经 院 派 哲 学 家 以 
今天 用 在 微 积分 里 那样 的 方法 来 处 理 的 ， 因 为 它们 是 以 
口诀 式 给 出 的 , 而 不 是 借助 于 符号 , 同时 又 为 形态 幅度 概 
_ 念 所 束缚 的 。 另 外 , 其 结果 或 者 是 通过 语词 上 的 论证 法 ， 
或 者 是 几何 地 从 形态 的 图 解 表示 而 求 出 的 ， 而 不 是 根据 
以 极限 概念 为 其 基础 的 算术 的 考虑 。 如 果 他 们 的 工作 能 
够 和 阿 基 米 德 的 几何 方法 相 结合 ， 而 不 那么 为 亚 里 上 多 
德 的 哲学 所 约束 , 它 本 来 更 可 产生 成 果 ; 从 而 成 为 史 带 汶 
和 十 七 世纪 几何 学 家 的 前 驱 ， 从 古 与 的 穷 竟 法 中 除去 归 
雇 的 论证 , 并 代 之 以 暗示 极限 观念 的 分 析 方法 。 

十 四 世纪 在 巴黎 和 牛津 关于 形态 幅度 和 有 关 的 主 
题 , 当 经 院 派 主义 走向 衰退 时 , 并 没有 被 遗忘 ， 因 为 这 些 
学 说 当时 已 传 到 意大利 的 大 学 中 ， 巴 马 的 布 莱 修 斯 在 由 
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维 亚 、 波 隆 那 和 帕 多 亚 就 讲授 过 这 种 理论 。 布 莱 修 斯 这 
个 人 于 一 个 世纪 以 后 ， 曾 为 卢 卡巴 西 奥 利和 利 奥 那 多 。 
达 ' 芬 奇 所 提起 过 ; 而 库 萨 的 尼 古 拉 很 可 能 是 受到 他 们 的 
影响 的 。 十 五 世纪 和 十 六 世纪 的 人 们 对 计算 大 师 和 奥 雷 
姆 的 著作 非常 钦佩 ， 在 1477 年 和 巧 20 年 之 间 ，《 算 书 > 
和 * 形 态 幅 度 ? 两 书 有 了 好 几 种 版 本 ， 并 各 有 其 附加 的 注 
释 . 吧 在 卡 登 的 < 论 事物 的 玄 秘 ? 中 , 计算 大 师 被 认为 与 阿 
基 米 德 、 亚 里 士 多 德 和 欧 几 里 得 平行 的 伟大 人 物 。 我 们 
已 经 说 过 ， 伽 利 略 在 他 的 动力 学 中 给 出 了 一 个 几乎 和 奥 
雷 姆 完全 相同 的 几何 的 证 明 ， 并 在 另 一 处 参照 计算 大 师 
和 亭 蒂 斯 贝 里 关于 在 有 阻力 的 介质 中 的 活动 。 笛 卡 儿 在 
他 企图 决定 落体 定律 时 ， 同 样 采用 了 和 奥 雷 姆 非常 类 似 
的 论点 。 直 至 十 七 世纪 末期 , 计算 大 师 还 是 声名 显著 , 以 
致 菜 布 尼 茨 几 次 提 到 他 作为 几乎 是 第 一 个 把 数学 应 用 于 
物理 学 的 人 , 也 是 把 数学 引进 哲学 中 的 一 个 人 。 

尽管 形态 幅度 学 说 的 这 些 伟大 的 倡导 者 继续 享有 声 
誉 , 然而 他 们 的 那 种 工作 类 型 , 没有 成 为 微 积分 方法 发 展 
中 有 决定 性 影响 的 基础 。 指 导 的 原则 是 由 阿 基 米 德 的 几 
何 学 所 提供 的 , 但 这 些 原则 还 得 为 动力 学 的 观念 所 修正 ， 
这 些 观念 又 是 经 院 派 哲 学 家 在 讨论 变化 问题 时 所 撰写 的 
准 遂 遥 派 的 争论 性 论文 中 提出 来 的 。 早 在 十 五 世纪 开始 
的 时 候 , 阿 基 米 德 的 测量 科学 和 数学 的 影响 , 已 逐渐 在 增 
加 中 ， 以 致 诸如 巴 马 的 布 菜 修 斯 那样 的 人 就 更 同意 阿 基 

中 “ 算 书 ?于 芭 77 年 与 1498 年 在 帕 多 亚 出 版 ，1520 年 再 在 威尼斯 出 


版 。 “形态 幅度 > 于 1482 年 与 1486 年 在 帕 多 亚 出 版 ，1505 年 在 威尼斯 ， 
匠 瑟 年 在 维也纳 出 版 。 
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米 德 的 见解 而 不 那样 同意 亚 里 士 多 德 的 见解 。 布 莱 修 斯 
也 曾 有 过 关于 无 限 小 的 撰 述 ,@ 但 在 他 现存 的 著作 中 这 
类 论文 并 未 保留 下 来 。 

可 是 我 们 有 的 是 红 衣 主教 库 萨 的 著作 ， 这 些 著作 说 
明了 作者 受到 经 院 派 思辨 (可 能 由 于 布 莱 修 斯 ) 和 阿 基 米 
德 著作 这 二 者 的 影响 ， 以 及 十 五 世纪 特别 在 德国 土壤 上 
成 长 起 来 的 另 一 种 倾向 的 影响 。 随 着 经 院 派 的 极端 理性 
论 的 和 严肃 的 思想 ( 它 的 过 分 谭 严 为 这 个 时 期 上 升 的 人 
道 主 义 毛 厌 亚 ) 的 衰落 ， 一 种 向 往 柏 拉 图 和 毕 达 哥 拉 斯 
的 神秘 主义 的 趋势 也 就 出 现 了 。 这 很 可 能 在 一 定 程度 上 
影响 到 这 个 时 期 神秘 主义 的 流行 。 在 另 一 方面 ， 以 伽 利 
略 的 动力 学 为 顶峰 的 意大利 科学 的 发 展 ， 多 半 可 归功 于 
柏拉图 和 毕 达 哥 拉 斯 的 数学 哲学 。 从 微 积 分 兴起 的 观点 
来 看 ， 这 个 深入 大 心 的 柏拉图 主义 ， 在 几 个 世纪 中 ， 对 
数学 不 是 产生 完全 不 幸 的 一 种 影响 ; 因为 柏拉图 主义 允 
许 亚 里 土 多 德 哲 学 和 希腊 数学 的 严密 性 所 和 否认 的 东西 进 
入 几何 一 一 那 就 是 为 柏拉图 主义 和 经 院 派 哲学 家 所 孕 
襄 的 无 限 大 和 无 限 小 的 概念 的 自由 应 用 。 库 萨 不 是 一 个 
训练 有 素 的 数学 家 ， 但 他 确实 熟悉 欧 几 里 得 的 《几何 原 
本 ?， 也 读 过 阿 基 米 德 的 著作 。 虽 然 他 主要 是 一 个 神学 
家 , 但 数学 对 他 来 说 正如 对 柏拉图 一 样 , 构成 了 他 整个 哲 
学 体系 的 基础 。 他 和 亚 里 士 多 德 相 似 ， 认 为 数学 不 是 局 


@@ 蚌 佩 (< 无 限 小 运算 史 >， 第 辣 9 页 ?说 : “因此 , 在 这 方面 , 他 是 卡 瓦 列 
里 的 先驱 ， 他 们 相隔 148 年 。 布 莱 修 斯 死 于 1416 年 。 但 可 能 霍 佩 想 到 的 
是 布 菜 修 斯 的 《问题 >? 的 1486 年 版 本 。 它 与 卡 瓦 列 里 1635 年 的 《不 可 分 量 
几何 ?> 相距 148 年 
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限于 量 的 科学 ， 而 是 解释 字 宙 的 必要 形式 。 亚 里 士 多 德 
兽 坚持 数学 的 运算 性 质 ， 而 拒绝 数 的 玄学 意义 ， 但 库 栗 
恢复 了 柏拉图 的 算 学 arithmology)， 重 新 把 数学 的 实在 
和 本 体 论 的 实在 联系 起 来 ， 使 数学 回复 到 毕 达 哥 拉 斯 所 
给 的 宇宙 论 的 地 位 。 他 还 认为 数学 命题 的 有 效 性 是 由 智 
功 所 建立 的 ， 因 而 这 门 学 科 不 为 经 验 探讨 的 结果 所 制 
约 。 

这 种 数学 先 于 或 至 少 独立 于 感觉 的 论点 ， 鼓 励 了 人 
们 的 思辨 。 它 认为 只 要 在 思想 上 不 导致 耶 盾 ， 就 可 让 不 ; 
可 分 量 和 无 限 进入 数学 。 这 样 一 种 态度 ,丰富 了 这 门 学 
科 , 终于 产生 了 微 积分 的 方法 。 但 是 这 个 效果 是 由 于 暂 
斩 表 征 十 代 几 何 的 严 遵 性 而 获得 的 。 欧 几 里 得 逻辑 的 完 
美 无 缺 ， 直 到 十 九 世纪 以 前 在 近代 数学 中 是 没有 什么 可 
与 之 抗衡 的 。 从 微 积分 发 展 的 观点 看 ， 这 并 不 是 一 件 不 
幸 的 事 ， 因 为 这 就 使 得 无 限 大 与 无 限 小 的 概念 得 以 几乎 
是 完全 自由 地 主宰 一 切 ， 尽 管 这 些 概念 的 在 多 辑 上 令 人 
满意 的 基础 的 出 现 ， 以 及 极限 概念 在 数学 中 的 明确 而 严 
格 的 建立 是 大 约 四 百年 以 后 才 发 生 的 事 。 

尽管 有 亚 里 土 多 德 的 警告 ， 无 限 大 和 无 限 小 还 是 被 
阿 基 米 德 多 多 少 少 地 暗地里 用 在 他 的 几何 学 中 。 经 院 派 
在 他 们 的 辩证 哲学 中 也 自由 地 讨论 过 这 些 概念 ， 但 对 于 
库 萨 来 说 ， 这 些 概念 连同 那 种 不 必要 的 大 量 的 毕 达 哥 拉 
斯 和 神学 的 神秘 主义 的 混合 物 在 内 ， 却 成 了 数学 的 主要 
课题 。 

库 萨 对 无 限 大 的 定义 ( 即 不 能 使 其 更 大 的 ) 和 无 限 小 
的 定义 ( 即 不 能 使 其 更 小 的 ) 是 不 能 令 人 满意 的 。 他 的 数 
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学 证 明 也 常常 不 是 无 可 指责 的 。 然 而 他 的 工作 之 所 以 具 
有 重要 意义 , 在 于 他 不 仅 象 亚 里 士 多 德 那样 , 只 是 作为 潜 
在 的 东西 而 应 用 无 限 大 和 无 限 小 ， 而 是 把 无 限 大 和 无 限 
小 也 作为 实在 的 东西 , 即 作为 有 限量 运算 的 上 界 与 下 界 。 
库 萨 象 以 三 角形 和 圆 作为 其 边 数 为 最 少 和 最 多 的 多 边 形 
一 样 ， 将 零 和 无 限 作为 自然 数列 的 下 界 与 上 界 。 他 的 观 
点 还 具有 他 所 喜爱 的 哲学 学 说 的 色彩 这 个 学 说 或 者 
来 自 经 院 派 对 无 限 的 准 神学 争论 ， 认 为 有 限 的 智慧 只 能 
无 限 地 趋 近 于 真理 。 因此 ,无 限 是 所 有 知识 的 来 源 与 手 
段 , 同时 也 是 不 可 达到 的 目标 。 这 个 态度 , 使 库 萨 把 无 限 
看 成 是 不 可 达到 的 终点 ， 它 只 能 通过 有 限 而 被 趋 近 一 一 
一 个 代表 了 朝 着 极限 概念 的 努力 的 想法 ， 这 个 极限 概念 
要 到 以 后 五 百年 间 才 被 发 展 出 来 。 

库 萨 在 这 种 观点 的 基础 上 ， 给 出 一 个 具有 特色 的 求 
圆 面 积 的 方法 。 如 果 和 希腊 的 全 等 观点 相反 ,将 圆 视 为 
多 边 形 中 的 一 种 , 其 边 数 为 无 限 , 而 其 边 的 中 心 距 等 于 半 
径 , 则 圆 的 面积 可 以 用 求 任何 多 边 形 的 同样 方法 得 出 :就 
是 说 , 把 圆 分 成 许多 个 (在 这 里 是 无 穷 个 ) 三 角形 , 计算 出 
边 的 中 心 距 与 周 长 的 乘积 ， 则 这 个 乘积 的 一 半 就 是 圆 的 
面积 。 库 萨 在 解释 度量 圆 的 方法 上 还 附加 了 一 个 用 内 接 
和 外 切 多 边 形 的 阿 基 米 德 式 的 归 订 法 证 明 。 但 他 的 方法 
为 以 后 史 蒂 汶 . 开 普 勒 和 其 他 人 所 采用 时 , 这 个 阿 基 米 德 
式 的 证 明 被 抛弃 了 ， 而 只 用 一 个 初等 的 等 价 的 极限 概念 
来 替代 。 
正如 柏拉图 曾 反对 德 席 克 利 特 的 原子 学 说 ， 但 仍 企 
图 将 连续 统 和 不 可 分 量 联系 起 来 那样 ， 库 萨 也 反对 伊 壁 
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鸠 鲁 的 原子 论 , 但 同时 又 把 线 当 作 点 的 展开 。 他 同样 地 认 
为 连续 运动 虽然 可 以 思议 的 , 但 在 实际 上 是 不 可 能 的 , 因 
为 运动 是 由 一 系列 有 次 序 的 静止 状态 所 组 成 。 这 些 观 点 
使 人 想起 近代 的 数学 连续 统 和 所 谓 变 量 的 静态 理论 。 但 
决 不 能 把 现在 表征 这 些 题材 的 叙述 的 任何 精确 性 ， 归 之 
于 库 萨 。 他 没有 乔 清 楚 从 连续 到 离散 的 过 程 是 怎样 产生 
的 。 他 世 言 虽然 在 思想 上 连续 量 如 空间 和 时 间 的 分 割 ， 
可 以 无 限 地 继续 下 去 , 但 在 实际 上 , 这 种 分 割 是 受到 所 得 
的 部 分 一 一 即 原 子 和 瞬间 一 一 的 微小 的 限制 的 。 

十 五 世纪 中 时 ， 库 萨 在 叙述 关于 无 限 小 和 无 限 大 的 
性 质 的 观点 时 的 表达 上 的 不 严密 性 ， 可 以 同 大 约 在 两 个 
世纪 以 后 在 不 可 分 量 的 形形色色 的 方法 中 ， 所 引起 的 类 
似 的 含糊 情况 相 比 。 虽 然 这 种 种 方法 导致 了 微 积分 的 建 
立 , 然而 不 可 得 出 这 样 的 结论 , 以 为 库 萨 的 观点 应 解释 为 
数学 任何 复兴 的 表示 ， 或 新 分 析 学 的 产生 的 预兆 。 这 个 
红 衣 主教 当时 是 全 神 贯 注 于 教会 和 政府 的 事务 ， 在 数学 
上 当然 不 可 能 作出 任何 带 有 永久 性 的 重要 贡献 。 里 吉 奥 
蒙 塔 纳 斯 对 库 萨 化 圆 为 方 的 多 次 企图 所 提出 的 批评 是 完 
全 正确 的 。 尽管 如 此 ， 正 如 柏拉图 的 看 法 可 能 有 助 于 阿 
基 米 德 的 无 限 小 的 运用 (这 种 运用 是 阿 基 米 德 为 了 应 用 
严格 的 穷竭 法 而 进行 准备 的 研究 中 所 作 的 ) 那样 , 库 萨 的 
思辩 也 很 可 能 启发 了 后 代 的 数学 家 去 结合 阿 基 米 德 的 证 
明 ,来 使 用 无 限 的 观念 。 

利 奥 那 多 . 达 * 芬 奇 通过 库 萨 ， 受 了 经 院 派 思想 的 强 
烈 影响 ， 而 且 也 熟悉 阿 基 米 德 的 著作 。 据说 他 曾 考虑 用 
无 限 小 来 求 四 面体 的 重心 。 他 设想 四 面体 是 由 无 穷 个 平 
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面 押 组 成 。 然 而, 我 们 对 他 的 观点 并 不 很 清楚 。Q 库 萨 的 
观点 在 迈 死 尔 * 施 带 费 尔 的 著作 中 , 有 更 明白 的 表达 。 他 
认为 一 个 圆 可 以 正确 地 作为 边 数 为 无 穷 的 多 边 形 。 在 数 
学 圆 之 前 ， 有 边 数 为 有 限 的 多 边 形 ， 这 正如 在 一 个 无 限 
数 之 前 有 所 有 给 定 的 数 一 样 。 不 久 以 后 , 弗 朗 索 瓦 ' 维 埃 
特 也 说 到 一 个 圆 是 边 数 为 无 限 的 多 边 形 。 这 说 明了 这 样 
一 种 概念 在 十 六 世纪 是 广泛 地 为 人 们 所 承认 的 。 库 萨 对 
无 限 大 与 无 限 小 的 数学 思想 最 完备 的 表达 , 见于 约翰 . 开 
普 勤 的 著作 中 。 开 普 勒 受过 这 位 红 衣 主教 思想 的 强烈 影 
响 ， 称 他 为 “非凡 的 库 萨 ”。 开 普 勒 同样 地 也 深 受 过 柏 拉 
图 和 毕 达 哥 拉 斯 的 神秘 主义 的 感染 。 可 能 是 库 萨 对 于 无 
限 概念 的 丰富 想象 ， 使 开 普 勤 得 出 了 他 的 连续 原理 一 一 
将 一 个 图 形 的 正常 的 和 极限 的 形状 ， 概 括 于 一 个 定义 之 
中 。 根据 这 个 原理 ， 圆 锥 曲线 就 作为 构成 一 个 单 族 的 曲 
线 。@ 这 种 概念 常 导 致 疑惑 的 结果 , 因为 无 限 的 概念 还 未 
曾 得 到 一 个 坚实 的 数学 基础 ， 但 开 普 勒 所 勇敢 提出 的 观 
点 ， 却 指示 了 一 条 对 以 后 非常 有 成 果 的 新 道路 。 开 普 勤 
的 出 生 后 于 库 萨 一 个 半 世 纪 。 开 普 勒 和 他 的 前 辈 不 同 ， 
虽然 早先 受过 神学 的 训练 , 但 主要 还 是 一 个 数学 家 , 因此 


名 黎 伯 里 :< 意大利 的 数学 科学 史 >, 卷 TILL, 第 纪 页 ; 迪 昂 :《 关 于 利 奥 
那 多 - 达 - 芬 奇 的 研究 2 卷 工 第 35 一 36 页 。 前 者 以 为 利 奥 那 多 用 过 不 可 分 
量 ; 后 者 则 表示 怀疑 。 迪 部 在 这 方面 (参见 k 静 力学 的 原始 >, 卷 工 ,第 ?4 页 ) 
说 ,， 阿 基 米 德 在 他 的 重心 的 著作 中 ,限于 平面 图 形 , 这 是 错误 的 ,因为 在 其 
《方法 篇 > 中 , 有 求 球体 截 妇 和 抛物 体 截 息 的 重心 。 

@ 这 是 由 化 的 令 述 表明 ,“…… 我 说 直线 是 最 钝 的 双 曲 线 , 库 萨 说 无 限 
大 的 圆 是 直线 ……… 诸如 这 些 , 他 要 作 相似 的 表达 , 疫 有 别 样 。” 开 普 勤 : 《全 
集 > 卷 开 , 第 595 页 。 
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他 能 在 最 充分 范围 内 , 利用 随处 可 得 到 的 阿 基 米 德 著作 ， 
这 些 著 作 是 在 十 六 世纪 中 时 翻译 和 出 版 的 。 

我 们 曾经 说 过 ， 中 世纪 对 十 上 典 希 腊 几 何 和 代数 理论 
方面 的 著作 , 无 所 增益 。 中 世纪 的 贡献 主要 是 从 哲学 的 
观点 出 发 , 来 思辩 地 讨论 无 限 、 无 限 小 和 连续 ， 以 及 关于 
运动 和 可 变性 的 新 观点 。 这 些 论 著 对 微 积分 方法 和 概念 
的 发 展 , 起 了 一 个 并 非 不 重要 的 作用 , 因为 这 些 论著 使 得 
这 个 学 科 的 早先 创造 者 把 变量 的 图 解 表 示 法 与 函数 的 观 
念 和 希腊 的 静止 几何 联系 了 起 来 。 

牛顿 与 莱 布 尼 蒋 和 他 们 的 许多 前 悲 一样， 在 量 的 生 
成 方面 寻求 微 积分 的 基础 一 一 这 个 观点 可 以 当 作 是 经 院 
派 哲 学 家 对 这 门 学科 发 展 的 最 值得 注意 的 贡献 。 然 而 , 在 
十 七 世纪 把 无 限 小 方法 精心 加 工 为 新 的 分 析 学 ， 其 坚实 
的 数学 基础 则 是 很 久 以 前 就 已 完成 了 的 阿 基 米 德 关于 度 
量 的 论著 所 提供 的 。 虽 然 阿 基 米 德 的 著作 大 部 分 已 经 散 
失 了 , 但 有 些 还 是 为 阿拉 伯 人 所 熟知 , 而 且 有 些 手 稿 在 经 
院 派 时 期 也 还 是 存在 的 。 所 以 , 直到 他 的 论著 的 印刷 本 出 
现 以 前 , 人 们 没有 对 他 的 结果 作出 重大 的 增补 。1543 年 ， 
意大利 数学 家 尼 科 罗 。 素 塔 格 里 亚 在 威尼斯 出 版 了 阿 基 
米 德 的 部 分 著作 。 这 些 著 作 包 括 论 重心 , 求 抛物 线 的 面 
积 ， 圆 的 度量 ， 以 及 论 泽 体 的 问题 。 维 纳 托 留 斯 的 《主要 
的 论述 于 1544 年 在 巴塞 尔 发 表 。 1558 年 在 威尼斯 还 
发 表 了 费 德 里 戈 ， 康 曼 第 努 的 重要 译本 。 康 曼 第 努 本 人 
以 阿 基 米 德 的 方式 , 撰写 了 一 本 论著 一 一 固体 重心 书 ?， 
表明 关于 这 位 叙 拉 古 数学 家 的 方法 的 研究 ， 已 前 进 到 了 
能 根据 它 而 作出 新 贡献 的 时 候 。 但 此 后 不 久 ， 开 普 勒 和 
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其 他 一 些 人 作 了 许多 尝试 ， 企 图 用 新 的 方法 来 代替 阿 基 
米 德 的 几乎 枯燥 无 味 的 严格 论证 。 这 个 新 的 方法 应 该 和 
旧 的 方法 等 价 ， 但 同时 具有 简单 性 和 容易 应 用 到 新 的 问 
题 上 去 的 方便 之 处 , 而 这 些 正 是 穷竭 法 所 缺乏 的 。 

正 是 这 种 新 方法 的 寻求 ， 于 下 一 世纪 中 在 经 院 派 思 
辩 的 帮助 之 下 ， 导 致 徽 积分 方法 的 产生 。 为 了 叙述 的 方 2 
便 与 统一 起 见 , 我 们 将 把 这 些 内 容 在 下 一 章 再 加 详 述 。 
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第 四 章 “” 一 个 世纪 的 酝酿 


毕 达 哥 拉 斯 学 派 为 了 把 每 个 图 形 跟 一 个 数 联 系 起 
来 , 分 别 对 长 度 ,面积 .体积 通过 几何 量 的 迷 置 进行 比较 ; 
这 种 努力 可 以 看 作 微 积分 概念 发 展 的 起 点 。 但 是 ， 由 于 
在 这 些 量 之 间 有 不 可 公 度 性 的 问题 梗阻 ， 后 来 希腊 的 几 
何 学 家 采用 了 依 多 死 索 的 穷竭 法 ， 以 绕 过 直接 的 比 较 。 
用 了 这 个 方法 , 台 无 需 用 到 无 限 大 和 无 限 小 了 , 虽然 阿 基 
米 德 还 是 把 这 两 个 观念 作为 富有 启发 性 的 工具 ， 用 来 研 
究 有 关 面 积 和 体积 的 问题 ， 并 把 它们 作为 古典 几何 穷竭 
法 的 直观 清楚 、 逻辑 严密 的 证 骨 的 一 种 准备 工作 。 

在 中 世纪 的 后 期 , 无 限 大 和 无 限 小 的 概念 , 以 及 与 之 
有 关 的 变化 、 连 续 统 的 观念 ， 已 被 更 自由 地 讨论 和 使 用 
了 。 但 是 , 由 于 这 种 思辩 的 兴趣 是 寄托 在 形而上学 或 科 
学 上 , 或 在 试图 解释 自然 的 神秘 的 可 能 性 , 而 不 是 和 几何 
密切 联系 , 所 以 对 于 微 积分 的 首要 影响 , 不 是 由 经 院 派 哲 
学 家 的 学 说 所 提供 ， 而 是 基于 对 阿 基 米 德 方法 的 极 大 尝 
拜 , 这 在 十 六 世纪 末 已 明白 地 显示 出 来 , 并 延续 到 整个 十 
七 世纪 。 虽然 在 十 五 世纪 末 和 十 六 世纪 初 , 约 当 * 尼 莫 拉 
里 斯 、 布 兰 德 瓦 丁 、 计 算 大 师 、 奥 雷 姆 、 享 蒂 斯 贝 里 以 及 
其 它 中 世纪 学 者 的 著作 , 已 重 版 多 次 , 但 在 十 六 世纪 的 中 
期 兴起 了 一 股 强烈 反对 亚 里 二 多 德 学 说 及 经 院 派 方法 论 
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的 思潮 ,例如 拉 姆 的 态度 最 为 明显 。 就 是 在 这 股 对 抗 的 
高 潮 中 , 阿 基 米 德 的 著作 出 版 多 次 这 时 的 人 们 称赞 阿 基 
米 德 , 而 拒绝 承认 中 世纪 的 工作 。 

然而 在 这 个 阶段 的 数学 中 ， 可 以 明显 地 辨别 出 受到 
经 院 派 时 代 影 响 的 和 干扰， 这 就 是 试图 使 阿 基 米 德 的 思想 
与 新 发 现 并 培养 起 来 的 无 限 小 方法 相 协调 。 但 是 在 这 个 
发 展 中 ， 值 得 注意 的 是 一 种 与 阿 基 米 德 及 经 院 派 时 代 都 
毫 无 关联 的 价 向 ， 即 人 们 对 在 意大利 发 展 的 阿拉 伯 代 数 
的 深刻 的 兴趣 ， 但 在 其 中 还 没有 无 限 概念 。 代数 学 在 卢 
卡巴 西 奥 利 所 著 的 《算术 大 全 ;一 书 中 和 约 在 三 百年 前 
见于 比萨 的 利 奥 那 多 书 中 的 , 所 增 无 几 。 但 在 十 六 世纪 ， 
人 们 又 对 这 门 学 科 进 行 了 不 懈 的 研究 。 在 1545 年 前 泰 
塔 格 里 亚 和 卡 登 解决 了 三 次 方程 ， 费 拉 里 解决 了 四 次 方 
程 。 此 后 , 卡 登 、 彭 贝 利 、 施 蒂 费 尔 以 及 其 他 人 更 自由 地 
使 用 了 无 理 数 、 负 数 及 虚数 。 希腊 人 不 承认 无 理 比 值 在 
严密 意义 下 是 数 ， 中 世纪 的 看 法 也 是 如 此 。 布 兰 德 瓦 丁 
断言 无 理 比 值 不 能 用 任何 数 来 表示 。 奥 雷 姆 在 讨论 天 体 
运动 是 可 公 度 的 还 是 不 可 公 度 的 这 个 大 家 感 兴 趣 的 问题 
时 , 认为 几何 偏向 后 者 , 而 算术 倾向 前 者 。 

另 一 方面 ， 印 度 人 和 阿拉 伯 人 对 有 理 数 和 无 理 数 没 
有 明显 的 区 别 。 十 六 世纪 的 数学 家 接受 了 印度 -阿拉 伯 
的 代数 后 ,继续 使 用 无 理 比 值 , 到 这 个 时 候 , 他 们 承认 它 
是 数 了 , 但 是 追随 了 比萨 的 利 奥 那 多 , 把 它 贬 称 为 “没有 
理 的 数 >， 并 继续 从 几何 方面 解释 为 线段 的 比 .@ 被 希腊 

@ 见 普 林 兴 : “无理 数 和 极限 的 概念 >， 第 137 一 140 页 ; 芬 克 : 《数学 史 


略 > 第 100 一 101 页 。 开 普 勤 迟到 1615 年 还 称 无 理 数 为 "不 可 名 状 ” 数 。《 全 
集 >, 卷 ITV ,第 565 页 。 
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人 和 阿拉 伯 人 所 反对 而 印度 人 所 承认 的 负数 ， 十 六 世纪 
的 人 们 作为 “ 错 的 数 ” 而 加 以 接受 。 但 在 后 一 世纪 , 就 承 
认 它 是 严格 意义 下 的 数 了 。 十 六 世纪 以 后 人 们 已 经 正式 
地 使 用 了 虚数 , 但 直到 高 斯 时 代 , 在 数学 中 还 是 处 于 非 正 
式 的 地 位 。 

这 种 数 的 推广 , 当时 虽 未 建立 在 适宜 的 定义 之 上 , 对 
于 后 来 引导 到 极限 概念 及 数学 的 算术 化 是 有 影响 的 。 在 
微 积分 运算 的 发 展 方面 ， 比 这 更 为 重要 的 是 在 十 六 世纪 
稍 晚 些 时 候 系统 地 引入 包含 在 代数 关系 中 的 量 的 符号 。 

早 在 十 三 世纪 , 约 当 - 尼 莫 拉 里 斯 在 他 的 科学 和 数学 
的 研究 中 , 已 使 用 字母 作为 量 的 符号 。 但 在 代数 中 树立 
抽象 量 的 符号 , 主要 是 法 国 的 大 数学 家 弗 朗 索 瓦 * 维 埃 特 
的 工作 。 他 用 子音 字母 代表 已 知 数 ， 母 音字 母 代 表 未 知 
数 。 他 将 算术 (或 称 “ 数 的 逻辑 ?和 代数 (或 称 “ 类 的 逻 
辑 ?) 加 以 区 别 , 从 而 使 后 者 不 仅 用 数 , 亦 用 字母 来 进行 计 
算 。 

这 种 用 字母 代表 的 符号 主义 对 于 以 后 几 世 纪 中 解析 
几何 和 微 积分 的 发 展 绝对 重要 ， 因 为 它 使 变化 性 和 函数 
关系 的 概念 进入 了 代数 的 领域 。 这 种 改进 了 的 符号 , 引 
出 了 一 种 在 应 用 上 比 阿 基 米 德 累 效 的 几何 运算 容易 得 多 
的 方法 ， 从 而 改进 了 阿 基 米 德 的 方法 以 致 于 这 种 方法 被 
认为 形成 了 一 种 新 分 析 学 一 一 微 积分 。 这 种 转变 发 生 的 
年 代 , 可 作为 开 牛 顿 和 莱 布 尼 蔬 工作 先河 的 一 个 世纪 。@ 


@@ 在 这 个 时 期 所 发 展 的 方法 的 综合 叙述 , 见 措 伊 滕 :《 十 六 \ 十 七 世纪 
的 数学 史 >。 他 所 论 的 是 在 这 个 时 期 这 个 学 科 发 展 的 概要 ， 而 不 是 基本 概 
念 , 因此 其 中 包含 大 量 的 数学 论述 。 
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十 六 世纪 的 中 叶 发 表 了 好 几 种 阿 基 米 德 著 作 的 译 
本 。 不 久 数学 家 们 就 达到 这 样 一 步 ， 能 从 希腊 人 的 经 典 
著作 做 出 自己 的 贡献 。 瑟 65 年 ， 康 曼 第 努 发 表 了 他 自己 
关于 重心 的 著作 , 就 证 实 了 这 一 点 。 在 这 本 著作 中 , 除了 
其 它 一 些 问题 外 ， 他 还 特别 证 明了 旋转 抛物 体 截 段 的 重 
心 在 轴 上 ，, 与 顶点 的 距离 是 高 的 三 分 之 二 。 这 个 命题 阿 
基 米 德 在 他 的 《方法 篇 ?中 曾经 应 用 无 限 小 量 附带 地 证 明 
过 , 但 这 部 著作 看 来 在 当时 是 不 为 人 所 知 的 。 康 曼 第 努 
的 证 明 遵 循 了 穷竭 法 的 正统 方式 。 但 是 这 种 推广 对 于 微 
积分 发 展 的 影响 也 许 不 象 后 继 的 数学 家 们 在 方法 上 所 作 
的 某 些 显著 的 改革 这 样 大 。 第 一 个 那 种 有 意义 的 改革 也 
许 是 布 鲁 日 的 西蒙 ' 史 蒂 汶 在 1586 年 所 提出 的 ， 这 也 就 
是 在 莱 布 尼 茨 于 1684 年 ， 牛 顿 于 1687 年 分 别 首次 出 版 
微 积 分 方面 的 论著 前 约 一 个 世纪 。 

史 蒂 汶 主要 是 一 位 工程 师 , 一 位 注重 实际 的 科学 家 。 
可 能 由 于 这 个 原因 ， 他 不 甚 注 意 于 科学 上 的 哲学 和 数学 
严密 的 要 求 , 而 宁愿 更 关心 工艺 传统 和 方法 学 。 所 以 他 不 
象 康 曼 第 努 那样 一 味 模仿 阿 基 米 德 使 用 穷竭 法 。 他 接受 
阿 基 米 德 典 型 的 证 明 的 直接 部 分 ， 以 为 这 就 足以 建立 任 
何 这 类 命题 的 真实 性 ， 而 并 不 在 每 个 情况 下 都 加 上 和 希腊 
严密 性 所 要 求 的 形式 归 廖 法。 另外 , 并 象 我 们 在 积分 学 中 
所 做 的 那样 , 他 在 阿 基 米 德 用 的 近似 图 形 中 常 略 去 一 个 ， 
只 用 内 接 或 外 接 的 一 种 。 史 蒂 汶 在 1586 年 发 表 的 静 力 
学 中 ， 如 下 地 证 明了 三 角形 的 重心 落 在 中 线 上 。 在 三 角 
形 4BC 中 作 一 系列 等 高 的 内 接 平行 四 边 形 如 图 所 示 。 
根据 两 侧 对 称 图 形 的 平衡 原理 (这 是 阿 基 米 德 证 明 杠 杆 
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定律 时 用 的 原理 ， 史 莫 汶 在 证 明 其 著名 的 斜面 定律 中 也 
用 过 ), 内 接 图 形 的 重心 应 该 在 中 线 上 。 但 是 人 们 可 以 在 
三 角形 内 作 无 穷 多 个 这 种 平行 四 边 形 ， 其 重心 都 在 4 
上 上。 而 且 内 接 平行 四 边 形 的 个 数 越 多 ,内 接 图 形 和 三 角 
形 45C 的 差 就 越 小 。 假定 三 角形 4BD 和 三 角形 4CD 
的 “重量 ?不 相等 , 那 末 它 们 之 间 将 有 一 个 确定 的 差 , 但 是 
这 种 差 不 能 存在 ， 因 为 我 们 可 使 它们 分 别 和 它们 的 内 接 
平行 四 边 形 的 和 相差 很 小 , 而 这 两 个 的 和 是 相等 的 。 因 
此 4BD 与 4CD 的 “重量 ” 相等 , 三 角形 4BC 的 重心 落 
在 中 线 4 刀 上 。 


忆 
图 了 
史 蒂 汶 完全 类 似 地 给 出 了 一 些 平面 曲 边 图 形 重心 命 

题 的 证 明 ， 包 括 抛物 线 弓 形 。 史 蒂 汶 这 些 证 明 指出 了 极 
限 方法 发 展 成 为 一 个 实用 的 概念 的 方向 。 希 肝 人 的 穷竭 
法 不 象 史 蒂 汶 所 做 的 那样 大 胆 地 断言 ， 如 果 两 者 的 差 经 
过 连续 细 分 能 使 之 小 于 任何 已 知 的 量 , 则 两 者 必 无 差异 。 
希腊 人 感到 在 每 种 情况 下 一 定 要 加 上 完全 的 归 订 法 证 
明 ， 以 示 其 相等 。 诚 然 ， 史 带 汶 并 没有 说 三 角形 是 内 接 
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平行 四 边 形 的 和 的 极限 。 但 是 只 要 在 他 的 方法 中 稍 作 改 
变 -- 一 主要 在 进一步 算术 化 以 及 使 用 更 精确 的 术语 方面 
一 一 就 能 认 出 我 们 近代 的 极限 方法 。 

史 幕 汶 认 为 他 对 这 个 问题 的 解法 是 阿 基 米 德 方法 的 
一 个 重要 改进 。 这 可 以 从 他 对 圆锥 体 截 段 重心 命题 的 证 
明 来 说 明 一 一 “这 个 证 明 是 既 灵 活 又 有 技巧 的 数学 家 
费 德 里 蕊 * 康 曼 第 努 在 他 的 “关于 立体 的 重心 一 书 中 命 
题 29 的 证 明 。 为 了 合 于 我 们 的 习惯 和 方法 , 作 如 下 的 说 
明 。” 对 于 截 体 4B3O 如 图 8 所 示 , 作 两 个 外 接 柱 体 FlBC 
和 MDZZK。 根据 两 侧 对 称 图 形 的 平衡 原理 , 柱 体 的 重心 
分 别 是 轴 4 如 和 五 D 的 中 点 Y 和 O， 从 而 整个 外 接 图 形 
的 重心 是 在 点 尺 ,并 且 NR =2RO 设 妃 是 4 有 = 2717 的 


点 ,可 以 证 明 BR = -高 4D。 现 在 如 果 鹤 体 4BC 同样 用 四 
个 等 高 的 柱 体 包围 它 ， 则 可 求 出 整个 外 接 图 形 的 重心 应 
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在 点 妞 以 上 的 点 二 处 ,并 且 配 = 责 4D。 继续 将 柱 体 
的 个 数 各 信 地 增加 ， 虽 外 接 图 形 的 重心 冯 绪 在 点 的 上 
因此 重心 在 下 降 ， 与 点 了 外 来 六 法 近 。 近代 才学 得 由 
是 外 接 图 形 重心 的 极限 。 所 以 也 就 是 锥 形 截 体 的 重心 。 
但 是 史 带 汶 仅仅 在 仔细 地 观察 了 以 相似 方式 作 的 内 接 图 
形 的 重心 , 同样 地 上 升 到 点 为 才 获 得 这 个 绪论 。 

史 间 汶 在 上 列 命题 的 证 明 中 用 到 的 序列 - 访 ，- 到 ， 
击 ， 曾 ,…， 可 以 和 阿 基 米 德 求 抛物 线 面积 使 用 的 
级 数 T+ 于 +- 疝 二 让 十 … 来 比较 。 这 位 希腊 的 数学 家 
和 这 位 法 兰 德 斯 的 工程 师 两 人 在 使 用 这 种 序列 或 级 数 
时 ， 都 在 极限 概念 面前 槛 然而 止 了 。 他 们 都 没有 想到 这 
种 序列 或 级 数 如 象 它们 在 近代 意义 下 那样 延续 到 无 穷 多 

。 阿 基 米 德 明确 地 停止 到 第 %” 项 AT, 并 且 加 上 了 一 
We 
在 造 珊 派 的 潜 势 的 意义 下 使 用 的 一 就 是 说 序列 可 以 任 
意 地 向 前 延续 ， 而 误差 将 随心 所 欲 地 缩小 。 为 了 这 个 原 
因 , 阿 基 米 德 不 得 不 用 归 廖 法 来 完成 他 的 证 明 。 史 蒂 汶 
虽然 没有 用 这 种 格式 严格 的 论证 方法 ， 但 也 求助 于 补充 
证 明 , 譬如 在 上 述 关 于 圆锥 体 的 命题 中 , 就 用 到 了 一 个 从 
另 一 侧 趋 近 重心 的 序列 。 在 他 的 一 个 关于 流体 静 力学 的 
命题 (这 也 许 代表 了 他 最 接近 于 极限 方法 的 观点 ) 中 ， 显 
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然 还 是 可 以 看 出 ， 对 于 能 香 把 无 穷 序列 极限 的 观念 看 作 
一 个 成 熟 的 观念 ， 史 蒂 汶 是 犹 你 不 决 的 。 他 可 能 受到 在 
意大利 新 兴 的 关于 代数 和 计量 工作 的 启发 ， 以 及 十 六 世 
纪 荷 兰 方面 强调 算术 忽略 几何 的 鼓励 ， 在 前 面 提 到 的 全 
题 的 “数学 证 明 " 外 , 补充 了 一 个 “数字 证 明 "。 

对 装 满 水 的 容器 中 垂直 正方 整 上 的 平均 压力 等 于 中 
点 处 的 压力 这 禅 一 个 命题 的 补充 证 明 , 他 给 出 一 个 “证 明 
实例 "。 他 将 壁 分 成 四 块 水 平 长 条 , 并 指出 每 块 上 的 压力 
分 别 大 于 0， 调 ， 基 ， 阁 个 单位 ,而 小 于 着， 贡 ， 放 ， 
- 知 个 单位 ;所 以 总 压力 大 于 -6 而 小 于 了 。 如 果 将 避 
分 成 10 抉 水 平 长 条 ， 同 样 可 得 到 压力 大 于 -7 单位 ， 
而 小 于 5 单位 ; 如 果 再 分 成 1000 条 , 则 可 得 到 压力 大 


于 民 000000 个 单位 而 小 于 工 60 和 000 个 单位 。 当 


长 条 的 个 数 再 增加 ， 他 意识 到 可 使 这 个 比值 与 忆 任 意 地 
接近 。 这 样 ， 他 证 明了 压力 等 于 将 壁 水 平地 放 在 深度 一 
半 处 所 受 的 力 , 并 和 观察 相符 合 。 

-如果 史 带 汶 把 他 的 两 个 序列 只 限 取 其 一 ， 将 对 垄 的 
连续 分 割 结果 作为 一 个 严格 的 以 豆 为 极限 的 无 穷 序列 ， 
这 个 “数字 证 明 ” 就 和 微 积分 中 给 出 的 证 明 完 全 一 致 了 。 

@ 四 我 们 可 以 回顾 一 下 , 史 蒂 汶 在 其 所 著 7jaerie 一 书 中 曾 引 用 十 进 分 


数 。 这 书 见于 85 年 ,是 他 的 静 力学 著作 出 版 的 前 一 年 。 见 萨 栋 : “十 进 分 
数 和 度量 的 第 一 次 说 明 \1585 年 。 
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但 是 , 史 蒂 汶 不 但 搂 受 了 关于 无 限 性 的 希腊 观点 ,而 且 保 
持 了 崇尚 几何 的 传统 ， 尽 管 他 没有 象 同时 代 的 数学 家 屠 
未 强调 ; 这 种 传统 是 古代 数学 的 特征 , 而 在 十 七 世纪 是 很 
流行 的 。 因此 他 前 面 扼要 给 出 的 算术 证 明 , 连 他 自己 也 
认为 只 能 看 作 与 一 般 数学 证 明 不 同 的 力学 解释 而 已 。 

微 积分 的 多 和 辑 基础 对 数学 家 隐蔽 了 将 近 两 个 世纪 之 
久 的 一 个 原因 ， 可 能 是 由 于 人 们 试用 几何 方法 而 不 用 算 
术 方法 建立 基本 概念 的 结果 。 这 对 于 史 蒂 汶 的 后 继 者 比 
对 他 本 人 更 为 确实 。 但 必须 明确 记 住 ， 微 积分 的 逻辑 基 
础 虽然 是 算术 的 ， 但 新 分 析 学 大 部 分 是 由 儿 何 引出 的 启 
发 而 产生 的 。 

史 蒂 汶 代 蔡 了 穷竭 法 所 使 用 的 步骤， 对 极限 概念 的 
形成 , 标志 着 前 进一步 。 不 过 , 他 对 同时 代 人 思想 的 影响 
到 底 有 多 大 是 难以 断言 的 。 1586 年 他 用 法 兰 德 斯 文 发 
表 了 带 力学 的 著作 ， 其 中 含有 微 积分 的 先驱 部 分 。 这 些 
也 包含 在 1605 一 1608 年 用 法 兰 德 斯 文 , 法 文 和 拉丁 文 发 
表 的 各 版 数学 著作 中 , 以 及 后 来 1634 年 由 吉 拉 译 成 法 文 
的 著作 中 。 但 是 除了 最 后 所 说 的 那个 版 本 外 , 其 它 大 部 分 
的 书 是 数学 家 们 不 易 到 手 的 。 但 当 1634 年 译 成 法 文 时 ， 
在 意大利 及 德国 业已 发 表 了 许多 另外 的 方法 ， 它 们 后 来 
比 史 蒂 汶 的 方法 为 更 多 的 人 所 熟 释 。 虽 然 如 此 ， 对 于 低 
地 国家 * 后 来 的 数学 家 的 思想 , 这 位 法 兰 德 斯 科学 家 的 影 
响 是 很 明显 的 。 在 我 们 转 到 这 些 人 以 前 , 宜 先 答 短 地 介绍 
史 蒂 汶 发 表 了 他 的 方法 以 后 不 久 ， 在 意大利 和 德国 出 现 
的 修改 阿 基 米 德 工作 的 性 质 。 

”低地 国家 指 今 天 的 荷兰 ,比利时 和 卢森堡 。 一 一 译 者 
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1604 年 ， 卢 卡 . 瓦 雷 里 欧 在 他 的 著作 “ 论 立 体 的 重 
心 》 中 , 同样 企图 对 阿 基 米 德 的 方法 予以 程式 化 , 并 在 保 
持 证 明 必要 的 严密 化 之 下 , 避免 用 归 雇 法。 他 所 作 的 变 
动 并 不 象 史 蒂 汶 那样 彻底 ， 而 且 和 近代 的 观点 也 不 太 接 
近 。 他 仅仅 试用 几 个 较 广 泛 的 定理 代替 了 阿 基 米 德 方 
法 ， 并 在 每 一 情况 下 ， 都 可 以 引用 而 不 必 经 过 详细 的 证 
明 。 在 希腊 的 几何 学 中 , 从 未 尝试 过 建立 这 样 的 命题 , 使 
得 在 特殊 情形 中 只 要 引用 它 就 可 以 代替 双重 归 雇 法 的 证 
明 。 

瓦 雷 里 欧 自称 由 于 康 曼 第 努 关于 重心 著作 的 问世 ， 
鼓舞 了 他 试 对 阿 基 米 德 的 方法 作出 改进 ， 情 况 就 和 史 划 
汶 一 样 。 在 下 列 的 命题 中 , 可 以 看 到 重要 的 推广 ; 给 定 一 
个 图 形 , 其 直径 两 旁 的 相对 应 点 的 距离 趋 近 于 零 , 于 是 可 
作 这 样 的 内 接 和 外 接 四 边 形 ， 使 外 接 图 形 和 内 接 图 形 的 
差 小 于 任何 所 给 的 面积 。 对 任何 情况 ， 可 以 观察 到 这 个 
差 等 于 平行 四 边 形 3 的 面积 (图 9) , 对 于 适当 选择 的 近 
似 图 形 ,“BP 可 以 小 于 任意 已 知 的 面积 ” 就 可 得 到 证 明 。 
据 此 , 瓦 雷 里 欧 不 加 证 明 地 假定 , 如 果 内 接 和 外 接 图 形 的 
差 小 于 任何 已 知 面积 ， 则 曲 边 图 形 和 其 中 之 一 的 差 也 是 
如 此 。 这 种 几何 推理 和 现代 许多 初等 微 积 分 教材 中 所 给 
出 的 推理 ,是 惊人 地 相似 的 。 但 是 瓦 雷 里 欧 并 没有 认为 
曲 边 面积 必须 用 内 接 或 外 接 图 形 ， 当 平行 四 边 形 的 个 数 
增加 到 无 限时 的 极限 来 定义 。 这 种 精致 的 算术 概念 , 在 
两 个 世纪 以 后 才 建 立 。 虽然 如 此 , 瓦 雷 里 欧 还 是 在 某 种 
意义 上 具有 了 极限 概念 的 先驱 思想 ， 他 以 几何 形式 指出 
了 极限 存在 的 必要 条 件 。 也 就 是 说 ， 上 述 面积 的 差 可 以 
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做 到 小 于 任何 特定 面积 。 


图 9 


瓦 需 里 欧 由 上 面 的 证 明 , 推广 了 内 接 面 积 法 , 进而 令 
述 了 一 些 一 般 的 命题, 它 至 少 在 考虑 比例 时 , 用 以 代 赫 了 
穷 刘 法 中 遇 到 的 归 雇 法 推理 。 其 意图 如 下 : 设 已 知 四 个 
量 4，B，C 刀 如 果 能 够 找到 另外 两 个 量 9 与 为 它们 
分 别 同时 大 于 或 小 于 4 和 瑟 , 并 且 和 4 互 的 差 小 于 任意 
已 知 的 量 。 如 果 比 分 较 分 和 吨 都 大 或 小 则 乞 = 9。 
这 个 命题 的 意义 , 不 仅 在 于 对 阿 基 米 德 运算 加 以 程式 化 ， 
并 且 在 于 作出 了 一 种 模糊 的 努力 , 来 表达 一 种 思想 ,用 现 
在 语言 来 表示 ， 就 是 两 个 变量 之 比 的 极限 等 于 两 个 变量 
极限 的 比 。 后 一 种 概念 依赖 于 无 限 的 思想 ， 即 依赖 于 这 
些 思 礁 , 它们 不 为 瓦 雷 里 欧 所 热衷 , 但 使 许多 和 瓦 雷 里 欧 
同时 代 的 人 以 及 其 后 继 者 感到 兴趣 ， 对 于 伴随 着 神学 兴 
趣 从 事 数学 研究 的 人 更 是 如 此 。 
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约翰 。 开 普 勒 是 为 了 能 成 为 路 德 派 收 师 的 目的 而 接 
受 教 育 的 。 但 是 后 来 被 迫 转 而 以 教授 数学 谋生 。 由 此 可 
以 部 分 地 说 明 这 个 事实 ， 就 是 开 普 勤 从 阿 基 米 德 方面 学 
到 的 东西 虽 和 史 蒂 汶 一 样 多 ， 但 他 工作 的 性 质 和 布 鲁 日 
工程 师 的 著作 显然 不 同 。 在 开 普 勤 的 思想 中 有 一 种 史 蒂 
汶 ( 开 普 勤 可 能 知道 他 @) 所 没有 的 浓厚 的 神秘 气质 。 开 
普 勒 在 这 方面 的 思维 趋向 ， 更 正确 地 说 是 由 于 受到 柏 拉 
图 - 毕 达 哥 拉 斯 学 派 的 影响 。 这 种 影响 前 几 个 世纪 在 欧 
洲 曾 很 强烈 , 并 在 库 萨 的 思想 中 尤其 明显 , 而 开 普 勒 的 灵 
感 有 一 部 分 是 从 那里 获得 的 。 开 普 勒 在 他 的 著作 “宇宙 
图 景 之 谜 ? 中 , 强烈 表现 了 字 宙 是 有 秩序 的 数学 和 谐 的 信 
佩 , 并 结合 柏拉图 和 经 院 派 关于 无 限 性 质 的 思 因 , 使 他 能 
对 阿 基 米 德 的 计量 工作 作出 一 个 改进 。 这 对 微 积分 发 展 
的 形成 有 着 强烈 的 影响 。 

当 古 代 的 希腊 哲学 家 对 这 个 复杂 多 样 的 宇宙 寻找 其 
统一 性 时 , 要 对 曲 边 形 和 直线 形 之 间 的 空隙 架 起 桥梁 , 由 
于 两 种 原因 而 告 失败 。 第 一 , 他 们 在 几何 学 中 禁用 无 限 ， 
第 二 , 当 无 理 数 发 现 后 , 对 毕 达 哥 拉 斯 的 数字 思考 与 用 何 
图 形 相 结合 方面 作 进 一 步 的 探讨 ， 表 现 迟 疑 。 然而 开 普 
勤 虚 诚 的 热忱 , 使 他 在 这 种 绝境 面前 , 看 到 的 只 是 创造 了 
和 谐 万 物 的 创 世 主 的 工作 之 又 一 明证 。 上 帝 安 排 量 的 存 
在 ， 是 为 了 曲线 与 直线 之 间 有 比较 的 可 能 。 “非凡 的 库 


@ 波斯 曼 在 “ 卢 卡 ' 瓦 雷 里 欧 时 代用 无 限 小 分 析 的 证 明 ? 第 211 页 中 ， 
坚持 开 普 惑 是 明显 地 郊 悉 史 蒂 汶 的 著作 ; 霍 假 在 < 无 限 小 运算 中? 第 160 页 
中 , 以 为 开 普 勒 可 能 知道 这 个 著作 ; 而 维 莱 脱 纳 在 “ 阿 基 米 德 无 限 小 方法 到 
十 七 世纪 的 广 续 , 特别 关于 重心 的 计算 ”中 以 为 这 种 假设 是 没有 理由 的 。 
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际 ? 和 那 一 些 把 曲 边 形 和 直线 形 看 作 相 辅 相 成 , 并 胆敢 把 
曲线 比拟 上 帝 , 把 直线 比拟 上 帝 的 创造 物 的 人 们 ; 使 开 普 
勒 对 这 一 点 看 得 更 清楚 了 。“ 由 于 这 个 原因 , 那些 试图 将 
创 世 主 跟 他 的 创造 物 . 上 帝 跟 凡人 、 神 论 跟 俗 事 联系 起 来 
的 人 的 作为 ， 只 是 表示 了 一 种 决 不 比 把 圆 跟 方 相 比 更 有 
用 些 的 工作 。” 在 这 个 灵感 之 下 , 在 库 萨 和 吉 奥 达 诺 " 布 
鲁 诺 对 宇宙 论 的 无 限 的 恩 辨 指引 之 下 , 以 及 在 “大 自然 其 
至 无 须 推 理 ， 而 只 赁 本 能 教导 几何 ” 的 认识 的 增强 之 下 ， 
导致 开 普 勤 发 展 他 对 阿 基 米 德 方法 的 修改 。 

开 普 勒 写 一 部 完整 的 关于 决定 体积 的 论著 的 企图 ， 
可 能 由 于 一 个 平凡 的 问题 一 一 求 一 个 酒 桶 的 最 佳 比例 所 
引起 。 结 果 在 1615 年 发 表 了 《新 空间 几何 ”。 它 包 括 三 
部 分 , 第 一 部 分 是 阿 基 米 德 式 的 空间 几何 , 带 有 附录 , 其 
中 有 九 十 二 个 阿 基 米 德 没 有 讨论 过 的 体积 ， 第 二 部 分 是 
对 奥地利 酒 桶 的 测量 ; 第 三 部 分 讲 应 用 。 

。 开 普 勤 的 著作 从 最 简单 的 曲 边 图 形 计 量 问题 对 圆 求 
面积 开始 。 这 里 他 抛弃 了 经 典 的 阿 基 米 德 方法 ,也 没有 
代 之 以 史 蒂 汶 或 瓦 雷 里 欧 的 极限 思想 ， 而 采用 了 较 不 严 
密 但 更 有 启发 性 的 库 萨 的 尼 古 拉 的 方法 。 他 同 施 蒂 费 尔 
和 维 埃 特 一 样 , 把 圆 看 做 边 数 为 无 限 的 多 边 形 , 把 圆 的 面 
积 看 做 由 无 限 多 个 无 限 小 三 角形 组 成 。 多 边 形 的 边 就 是 
无 限 小 三 角形 的 底 ， 圆心 就 是 无 限 小 三 角形 的 顶点 。 于 
是 全 部 面积 等 于 圆周 与 边 心 距 ( 即 半径 ) 乘积 之 半 。 

开 普 勒 并 没有 局 限于 上 面 的 简单 问题 ， 而 是 技巧 地 
并 富有 想象 力 地 把 这 个 方法 用 于 很 广泛 的 问题 。 他 将 球 
看 作 由 无 限 个 无 限 小 的 锥 体 所 形成 ， 锥 的 顶点 是 球 的 中 
“Ji4。 
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心 ， 底 面 构成 球 的 表面 。 于 是 指出 球 的 体积 是 半径 与 球 
面积 乘积 的 三 分 之 一 。 他 将 锥 和 柱 看 作 由 无 穷 多 个 薄 圆 
片 组 成 〈 德 席 克 利 特 在 两 千 多 年 前 已 做 过 )， 或 看 作 由 无 
限 多 个 从 轴 引 出 的 无 限 小 模 形 体 所 组 成 ， 或 看 作 由 具有 
其 它 形 状 的 牌 直 截 面 或 余 截 面 所 组 成 ， 并 应 用 这 种 观点 
计算 其 体积 。 同样 地 他 令 圆 绕 一 直线 旋转 ， 并 用 无 限 小 
方法 计算 由 这 样 产 生 的 圆 环 的 体积 。 这 种 计算 方法 实际 
就 是 经 典 的 帕 普 斯 定理 (以 后 称 古 尔 丁 法 则 ) 在 特殊 情况 
下 的 应 用 。 开 普 勤 进而 把 他 的 工作 扩充 到 十 人 所 没有 讨 
论 过 的 体积 。 他 令 藤 所 截 出 的 部 分 圆 绕 荡 旋 转 ， 依 据 截 
面 大 于 或 小 于 半圆 ， 得 到 了 形象 地 称 为 莘 果 形 或 柠檬 形 
的 体积 ,@ 并 同样 用 无 限 小 方法 计算 了 这 种 以 及 其 它 立 
体 的 体积 。 开 普 勤 向 史 蒂 汶 著作 的 编纂 者 维尔 布 劳 德 。 
施 奈 尔 挑 战 ， 建 议 他 计算 圆锥 曲线 截面 旋转 所 产生 的 体 
积 。 这 个 问题 见于 卡 瓦 列 里 的 后 期 著作 之 中 。 

开 普 勤 的 一 些 求 和 法 对 于 后 来 积分 运算 的 结果 也 具 
有 显著 的 先驱 作用 。@ 例如 在 1609 年 发 表 的 著名 的 “新 
天 文学 ?中 , 有 类 似 于 用 现代 符号 表达 的 公式 
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的 计算 。 另 外 还 有 相当 于 椭圆 积分 的 近似 计算 。 当 椭圆 
的 半 轴 分 别 为 & 和 2% 则 椭圆 的 近似 周 长 为 上 二 纪 。 当 


@@ 疾 尔 夫 在 《十 六 和 二 七 世纪 科学 、 技 术 和 哲学 的 历史 ? 第 394 一 205 
页 中 , 正确 地 指出 开 普 勤 在 这 里 所 用 “citrium (柠檬 ?应 译 为 “ 戎 芦 "。 但 他 
又 失 之 于 认为 开 普 勒 本 人 在 德 文 版 译 为 “ 行 柑 "。《 全 集 >， 卷 ,第 526 页 。 
@ 见 斯 特 洛 依 克 :< 约翰 . 开 普 勒 2 第 1571 一 1630 页 中 "“ 开 普 勒 作为 一 
个 数学 家 ”。 其 中 亦 包 含 由 卫 . 卫 ' 伯 拉 悄 写 的 关于 开 茜 惑 著 作 的 丰富 目录 。 
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然 开 普 勤 对 这 里 所 包含 的 基本 概念 远 没有 摘 清 楚 ， 因 市 
导致 在 他 的 著作 中 不 能 避免 错误 。 他 是 一 般 地 说 ， 曲 面 
积 和 体积 是 由 相同 维 数 的 无 限 小 元 素 所 构成 。 有 时 又 使 
用 不 可 分 量 的 讲法 。 这 种 讲法 正 是 后 来 的 意大利 数学 家 
卡 瓦 列 里 最 感 兴趣 的 。 在 有 些 地 方 , 他 说 锥 体 是 由 圆 所 
组 成 。 但 在 天 文学 中 获得 著名 的 第 二 0 他 又 把 换 
圆 扇形 面积 看 作 径 向 量 的 和 。 

开 普 勒 似 乎 并 没有 明确 区 别 用 穷竭 法 ， 或 用 极限 观 
点 , 或 用 无 限 小 元 素 , 或 用 不 可 分 量 所 作 的 各 种 证 明 。 他 
在 证 明 中 使 用 的 概念 和 古 代 几 何 学 家 用 过 的 概念 是 不 大 
相同 的 。 希 腊 的 思想 家 们 找 不 到 一 条 严格 满足 数学 严密 
性 要 求 的 , 并 和 感性 经 验 符合 的 , 沟通 直线 形 和 曲 边 形 之 
闻 的 空 路 的 途径 。 开 普 勒 以 经 院 派 关于 绝对 无 限 的 议论 
和 柏拉图 的 数学 思辩 为 基础 ， 追 随 库 萨 的 尼 古 拉 而 求助 
于 一 个 意义 不 明确 的 “连续 性 的 桥梁 ? 。 按照 这 种 说 法 ， 
在 多 边 形 与 圆 ,椭圆 与 抛物 线 . 有 限 与 无 限 , 无 限 小 面积 
与 线段 之 间 ， 不 存在 本 质 的 区 别 。 这 种 对 于 连续 性 观念 ， 
求 出 一 个 表达 方式 的 努力 ， 在 微 积分 方法 形成 前 的 五 十 
年 中 经 常 反复 出 现 。 菜 布 尼 茨 自己 在 维护 微分 学 的 正确 
性 时 ， 和 开 普 勤 一 样 ， 经 常 求助 于 他 所 谓 的 连续 性 定律 。 
牛顿 使 用 了 一 种 虽 则 同样 不 加 定义 ， 但 与 实际 较 符合 的 
概念 一 一 有 瞬时 速度 或 流 数 。 

开 普 勒 的 * 立 体 体 积 > 的 发 表 引 起 对 无 限 小 思想 如 此 
强烈 影响 , 并 于 半 个 世纪 后 在 牛顿 的 著作 中 达到 最 高 峰 ， 
以 致 这 本 书 曾 被 夸张 为 所 有 历来 求 体积 方法 的 灵感 源 
泉 。 在 进入 讲 这 些 积分 学 的 先驱 以 前 ， 先 说 他 对 于 微分 
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学 指导 思想 的 贡献 。 洒 桶 的 测量 ， 对 开 普 勤 提 出 了 决定 
最 佳 比 例 问 题 .@ 这 个 课题 启发 他 考虑 了 很 多 有 关 极 大 
与 极 小 问题 。 在 “立体 体积 ?一 书 中 , 在 论 一 系列 问题 中 ， 
他 指出 球 内 所 有 以 正方 形 为 底 的 内 接 平行 六 面体 中 ， 以 - 
立方 体 为 最 大 。 所 有 有 公共 对 角 线 的 正 圆柱 中 ， 以 直径 
和 高 的 比 等 于 2 比 工 的 为 最 大 。 
这 些 结果 是 通过 列 出 表格 而 获得 的 ， 就 是 对 给 定 的 
长 、 宽 、 高 的 值 列 出 体积 的 值 ， 从 这 里 选 出 最 佳 的 比例 。 
他 从 表 的 观察 中 得 到 一 个 有 意义 的 事实 ， 当 体积 接近 极 
大 值 时 ， 由 尺寸 的 变化 所 产生 的 体积 变化 将 越 来 越 小 。 
几 个 世纪 以 前 奥 雷 姆 作 过 同样 的 观察 , 但 表达 方式 不 同 。 
奥 雷 姆 注意 到 一 个 可 用 半圆 图 象 表示 的 形式 ， 在 极 大 点 
处 的 变化 率 为 最 小 。 这 个 思想 在 十 七 世纪 法 国 数学 家 费 
尔 马 的 方法 中 又 重出 现 。 至 于 费 尔 马 在 这 方面 是 受到 开 
普 勒 的 影响 , 还 是 受到 奥 雷 姆 的 影响 , 难 作 定 论 。 但 把 他 
们 所 表现 截然 不 同 的 观点 加 以 比较 ， 是 有 助 于 以 后 对 费 
尔 马 方法 的 了 解 。 开 普 勤 是 根据 数值 方面 的 考虑 获得 这 
个 结果 的 。 另外 ， 他 比较 特别 关心 如 希腊 几何 学 中 和 在 
不 可 分 量 的 方法 中 所 见 的 静 力 学 的 思考 ， 从 而 在 极 大 点 
附近 , 他 用 增 量 及 减 量 来 表达 自己 的 想法 。 另 一 方面 , 中 
世纪 的 形态 幅度 问题 以 及 连续 变化 性 的 图 象 表示 法 ， 引 
导 奥 雷 姆 用 变化 率 建立 他 的 结论 。 后 一 观点 ,通过 导数 
概念 形成 数学 的 基础 。 但 是 在 费 尔 马 著作 中 用 的 是 开 普 
惑 的 表达 形式 。 虽 然 经 院 派 关于 变化 性 的 观点 在 微 积分 
的 先导 工作 中 起 着 重要 作用 ， 可 是 开 普 勒 的 静 力 学 解法 
@ 附带 说 明 , 开 普 勤 发 现 奥地利 酒 桶 十 分 近似 于 所 要 的 比例 。 
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占 统治 地 位 。 在 菜 布 尼 茨 的 工作 中 ， 其 基本 元 素 是 增 量 
和 减 量 , 而 不 是 变化 率 。 就 是 在 牛顿 的 微 积分 中 , 它们 的 
作用 也 较 通 常 公 认 的 要 来 得 大 。 当 时 微分 是 最 主要 的 概 
念 ， 直 到 十 九 世纪 的 哥 西 ， 才 有 效 地 用 导数 作为 基本 概 

开 普 勒 的 《立体 体 积 ” 出 版 后 二 十 年 , 在 意大利 出 现 
一 部 博得 了 更 多 群众 的 著作 。 波 纳 文 图 拉 * 卡 瓦 列 里 的 
《不 可 分 量 几 何 学 ?是 这 样 的 著名 , 从 一 定 的 正确 性 说 , 新 
分 析 学 是 从 这 本 书 的 问世 , 即 1635 年 而 产生 的 。 很 难 确 
定 这 本 书 从 开 普 勒 的 先期 工作 中 究竟 得 到 多 少 益处 。 卡 
瓦 列 里 除了 “一 些 立 体 的 名 称 , 以 及 经 常 引起 哲学 家 沉思 
的 可 赞 赏 的 东西 ? 外 , 坚决 否认 得 自 开 普 勤 方法 中 的 任何 
思想 。 卡 瓦 列 里 从 开 普 勒 获得 的 影响 ， 很 可 能 是 从 他 们 
两 人 和 伽利略 之 间 的 通信 而 疗 接 得 到 。 仰 利 略 曾 计划 写 
一 部 关于 不 可 分 量 的 书 ,， 未 曾 发 表 。 但 他 对 这 个 问题 的 
观点 曾 在 卡 瓦 列 里 的 《几何 学 ?发 表 三 年 以 后 而 出 版 的 经 
典 著作 《两 种 新 科学 》 中 , 清晰 地 阐述 过 。 人 伽利略 的 意见 
和 他 的 学 生 所 发 表 的 观点 非常 相似 。 这 可 能 是 卡 瓦 列 里 
思想 的 泉源 。 所 以 现在 宜 先 讨论 一 下 他 的 老师 伽 利 略 的 
思想 。 

造成 伽利略 和 卡 瓦 列 里 思想 的 动力 和 形成 开 普 勤 思 
想 的 力量 ， 没 有 根本 的 区 别 。 这 些 人 都 精通 希腊 几何 学 
的 方法 。 但 在 他 们 身上 都 可 以 看 到 自从 库 萨 的 尼 古 拉 以 
来 产生 了 强烈 影响 的 经 院 派 思辨 的 效果 和 柏拉图 派 的 数 
学 观点 。 佩 利 略 和 卡 瓦 列 里 两 人 对 瓦 震 里 欧 关 于 阿 基 米 
德 方法 的 修正 , 可 能 都 很 熟悉 。 伽 利 略 曾 在 《两 种 新 科学 
. 118 。 


一 书 中 多 次 提 到 瓦 雷 里 欧 是 大 几何 学 家 和 当代 的 阿 基 米 
德 。 伽 利 略 在 这 本 著作 中 还 引用 了 关于 抛物 线 求 积 的 阿 
基 米 德 证 明 ， 并 在 附录 中 收 进 了 一 些 按照 康 坚 第 努 和 瓦 
雷 里 欧 的 方式 解决 的 重心 问题 。 但 是 无 论 他 或 是 卡 瓦 列 
里 , 从 立场 到 方法 , 都 从 中 世纪 后 期 关于 运动 ,不 可 分 量 、 
无 限 大 和 连续 统 等 思辨 中 受益 不 浅 。 

经 院 派 思想 对 于 伽利略 早期 著作 的 影响 是 明显 可 见 
的 。 他 曾 考虑 过 遂 遥 派 关于 物质 与 形 , 原因 与 质 的 学 说 ， 
以 及 经 院 派 关于 强度 和 弛 度 ， 作 用 与 反作用 的 问题 。 对 
于 后 者 , 他 特别 援引 了 计算 大 师 和 享 蒂 斯 贝 里 的 著作 。 在 
动力 学 中 , 他 以 原动力 为 基本 论据 , 这 种 论据 是 由 十 四 世 
纪 的 哲学 家 伯 里 登 所 提出 的 , 并 为 库 萨 的 尼 十 拉 , 利 奥 那 
多 . 达 . 芬 奇 和 十 五 .十 六 世纪 其 他 人 所 熟悉 。 但 库 萨 对 
伽利略 的 影响 是 否 特别 大 (如 对 开 普 勒 或 对 吉 奥 达 诺 " 布 
鲁 诺 那样 ), 则 难以 断定 。 但 我 们 如 果 查 阅 * 两 种 新 科学 
中 的 一 个 命题 ， 就 可 以 很 清楚 地 看 出 伽利略 对 于 经 院 派 
关于 运动 的 论述 是 熟悉 的 。 

回忆 起 来 , 计算 大 师 和 享 蒂 斯 贝 里 曾 辩 证 地 证 明 过 ， 
以 等 加 速度 运动 的 物体 的 平均 速度 ， 等 于 在 时 间 区 间 中 
点 处 的 速度 。 奥 雷 姆 对 这 个 命题 曾 给 出 过 一 个 几何 的 证 
明 。 他 在 证 明 中 指出 ,在 表示 速度 的 直线 下 的 面积 就 是 
距离 的 度量 。 伽 利 略 对 这 个 命题 的 证 明和 奥 震 姆 的 非常 
相似 。 设 4B (图 10) 代表 物体 通过 距离 ( 忆 所 需 的 时 
闻 , 物体 从 静止 开始 , 并 以 等 加 速度 运动 。 再 设 EBP 表示 
物体 最 终 的 速度 , 则 与 2B 平行 的 线段 表示 物体 的 速度 。 
显然 ， 它 们 也 可 以 解释 为 运动 物体 所 经 过 路 程 的 瞬 或 无 
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限 小 增 量 。 所 以 等 加 速 运动 的 移动 可 以 用 三 角形 45ZB 
中 的 各 平行 线 表 示 ， 而 匀速 运动 物体 相应 的 瞬 可 用 和 矩 形 
4BZ 的 各 平行 线 表 示 。 但 是 抢 形 4BZa 内 所 含 的 全 
部 平行 线 之 和 与 三 角形 4BPB 中 全 部 平行 线 之 和 相等 。 
的 二 


所 以 两 个 物体 所 经 过 的 路 程 相 等 。 
C 
C 4 
了 
玖 三 号 1D 
图 芭 0 


但 伽利略 不 仅 如 上 所 说 忠实 地 重复 了 奥 雷 姆 所 作 的 
图 形 和 论据 ， 并 与 此 有 关 地 推广 了 一 个 计算 大 师 和 享 蓝 
斯 贝 里 所 作 的 注释 。 仰 利 略 可 能 从 这 些 人 的 著作 或 对 它 
们 的 评论 中 得 知 ， 等 加 速度 运动 的 物体 在 后 半 段 时 间 中 
经 过 的 路 程 是 前 半 段 时 间 的 三 倍 。 伽 利 略 根据 这 样 的 观 
察 ， 进 一 步 指出 ， 如 果 把 时 间 区 间 再 分 细 ， 则 物体 在 每 

区 间 中 经 过 的 路 程 将 与 1， 3，5，7, … 成 比例 。 这 个 结果 


相当 于 表达 式 。 = 于 gg， 已 见于 经 院 派 的 前 期 著作 ， 
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伽利略 的 证 明 与 奥 雷 姆 证 明 的 区 别 主 要 是 在 完整 性 
方面 。 奥 雷 姆 仅 满足 于 说 由 于 三 角形 友 R 和 4 相等 ， 
所 以 距离 相等 。 但 要 证 明 面积 表示 距离 ， 则 隐 含 着 需要 
有 关 无 限 小 的 思想 。 奥 雷 姆 与 伽利略 的 几何 证 明 的 基础 
是 假定 在 速度 -时 间 曲 线 下 的 面积 代表 所 经 历 的 路 程 .@ 
由 于 两 人 都 缺乏 极限 概念 ， 只 能 或 明 或 隐 地 借助 无 限 小 
的 思想 。 伽利略 是 这 样 表示 他 的 观点 的 ， 他 认为 距离 的 
有 瞬 或 小 增 量 可 用 三 角形 或 抢 形 中 的 线段 表示 ， 并 且 三 角 
形 和 和 挎 形 确实 由 线段 来 构成 。 但 伽利略 没有 腊 清 楚 表示 
速度 的 线段 如 何 变 成 了 表示 朋 的 线段 。 奥 雷 姆 把 瞬时 速 
度 用 线段 表示 ， 而 坚持 所 有 速度 在 一 段 时 间 内 起 作用 的 
问题 时 ， 同 样 也 把 有 待 证 明 的 假定 作为 论据 。 伽 利 略 和 
奥 雷 姆 显然 使 用 了 不 审慎 的 数学 原子 论 ， 它 在 各 个 年 代 
数学 家 中 如 德 询 克利 特 , 柏拉图 , 库 萨 的 尼 古 拉 , 开 普 惑 
等 人 都 能 见 到 。 有 人 以 为 伽利略 使 用 不 可 分 量 是 由 于 他 
在 科学 上 受到 强烈 的 毕 达 哥 拉 斯 和 柏拉图 学 派 思想 的 影 
响 ， 也 可 能 是 由 于 受到 当时 亚历山大 的 海伦 的 原子 论 的 
影响 ， 伽 利 略 不 能 明确 地 区 别 其 中 物理 的 不 可 分 量 和 数 
学 的 无 限 小 。 他 的 观点 也 可 能 同样 来 自 经 院 派 关 于 无 限 
小 的 讨论 。 

不 管 怎样 , 在 辨证 法 的 初期 , 伽利略 在 《两 种 新 科学 
一 书 中 , 广泛 地 讨论 了 中 世纪 大 家 感 兴趣 的 问题 , 如 无 限 
大 , 无 限 小 , 以 及 连续 统 的 性 质 。 伽 利 略 已 明确 地 承认 经 
院 派 的 自 成 无 限 的 可 能 性 。 但 是 由 于 这 里 出 现 许多 疑 

@ 保 尔 : 塔 纳 利 (<K 历 史 的 观念 % 第 338 一 339 页 ) 错 误 地 将 这 个 观点 归 
之 于 伽利略 , 而 不 归 之 于 奥 雷 姆 。 
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难 , 他 又 说 “无 限 和 不 可 分 量 的 本 质 是 我 们 不 可 理解 的 。 
但 他 对 这 个 问题 至 少 还 作 过 一 个 深刻 的 观测 。 回 忆 计 算 
大 师 曾 说 到 无 限 大 量 与 有 限量 之 间 不 能 相 比 。 伽 利 略 更 
广泛 地 认为 ,“ 如 果 使 无 限 大 量 与 无 限 大 量 相 比 ， 或 使 无 
限 大 量 与 有 限量 相 比 , 就 无 所 谓 “大 于 ， 人 小 于 "或 相等 " 
可 言 >。 为 了 证 实 这 个 结论 , 舍利 略 指出 一 个 有 意义 的 重 
要 变更 ， 他 对 无 限 大 不 再 按照 亚 里 士 多 德 和 许多 中 世纪 
的 学 者 从 大 小 的 观点 来 考虑 ， 而 是 象 柏拉图 那样 着 重 把 
无 限 大 看 作 大 量 和 集合 。 在 这 方面 ， 他 指出 所 有 正 整数 
组 成 的 无 限 集合 ， 避 以 和 这 个 集合 的 部 分 集合 一 一 例如 
全 体 平 方 数 组 成 的 集合 一 一 成 为 一 对 一 的 对 应 。 无 限 集 
合 这 个 特征 , 在 十 九 世 纪 被 波 尔 察 诺 重 新 发 现 , 而 在 这 个 
世纪 的 后 期 ， 对 于 在 严密 发 展 的 无 限 集合 的 理论 上 建立 
微 积 分 起 了 基本 的 作用 。 

尽管 伽利略 对 于 无 限 大 这 个 问题 有 过 深刻 的 考察 ， 
但 他 强烈 地 感到 直觉 对 掌握 这 个 概念 的 无 能 为 力 。 他 竞 
猜测 在 有 限 和 无 限 之 间 可 能 存在 着 第 三 种 类 型 的 集合 。 
这 似乎 是 试图 把 我 们 关于 连续 统 的 模糊 概念 精确 化 所 碰 
到 的 困难 提示 给 他 的 。 他 和 布 兰 德 瓦 相反 ,坚持 连续 
晤 是 由 不 可 分 量 所 组 成 。 但 因 各 部 分 的 个 数 为 无 限 多 ， 
连续 统 不 象 一 堆 细小 的 粉 未 ， 而 是 象 流体 那样 把 各 部 分 
凝 成 一 个 整体 。 这 个 比拟 是 人 类 用 某 种 方法 来 描绘 从 有 
限 向 无 限 过 渡 的 努力 的 极 好 例证 。 

伽利略 还 想 在 一 定 程度 上 解释 那些 关于 运动 的 疑 
难 。 他 把 静止 看 作 无 限 地 缓慢 。 当 然 这 里 他 又 求助 于 库 
萨 和 开 普 勤 所 想 靖 明 的 对 连续 的 模糊 感觉 。 伽 利 咯 为 了 
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详 述 这 个 思想 ， 他 把 芝 诺 在 两 分 法 中 的 论述 应 用 于 自由 
落体 ， 并 把 降落 过 程 颠 倒 过 来 考虑 ， 从 直觉 回答 这 个 问 
题 。 当 上 沥 时 ， 物 体 经 过 无 限 多 级 的 缓慢 ， 最 后 达到 静 
止 。 运 动 的 开始 完全 一 样 , 只 是 顺序 凑合 而 已 。 这 个 论 
点 承认 了 两 分 法 和 阿 基 里 斯 问题 中 疑难 的 相似 性 一 一 亚 
里 士 多 德 也 如 此 认识 。 它 也 代表 了 将 无 穷 级 数 有 -一 个 和 
的 含义 作出 解释 的 一 种 尝试 。 后 来 牛顿 在 微 积分 中 谈 到 
作为 最 初 比 或 最 终 比 的 瞬时 速度 时 ， 同 样 地 用 到 运动 的 
起 始 和 终了 为 相似 这 一 事实 。 伽 利 略 似乎 没有 领会 到 ， 
如 象 牛顿 有 些 含糊 地 领会 到 的 , 只 有 用 极限 概念 , 才能 给 
出 无 穷 级 数 的 和 或 第 一 个 比 与 最 未 个 比 的 精确 意义 。 

无 论 有 娜 种 影响 形成 伽利略 的 思想 ， 对 他 的 朋友 和 学 
生 卡 瓦 列 里 的 影响 , 似乎 没有 很 大 的 区 别 。 卡 瓦 列 里 虽 
然 很 熟悉 瓦 雷 里 欧 甚或 史 蒂 汶 的 观点 ， 但 并 没有 发 展 了 
他 们 所 启示 的 极限 思想 ， 而 相反 接受 了 伽利略 所 用 的 有 
欠 精 细 的 不 可 分 量 概念 。 不 过 仙 利 略 是 在 物理 的 解释 中 
使 用 这 个 概念 的 ， 而 卡 瓦 列 里 则 用 它 作为 几何 证 明 方法 
的 基础 , 并 受到 了 大 家 的 欢迎 。 卡 瓦 列 里 早 在 1626 年 已 
发 展 了 这 个 方法 。 当年 他 兽 写 信 给 伽利略 ,说 准备 出 版 
一 部 关于 这 个 主题 的 书 。 书 发 表 于 1685 年 ， 名 为 * 用 新 
的 论证 推进 连续 不 可 分 量 几 何 学 >, @ 这 个 方法 他 于 十 二 
年 后 在 * 六 个 几何 题 * 一 书 中 , 又 有 所 发 展 。 

卡 瓦 列 里 在 书 中 任何 一 处 ， 从 未 精确 地 解释 过 他 所 
了 解 的 用 来 刻 划 他 的 方法 中 的 无 限 小 元 素 的 不 可 分 量 这 、 
个 名 词 。 他 讲 到 这 些 无 限 小 元 素 时 ， 跟 伽利略 讲 到 表示 

@@ 我 所 采用 的 是 最 后 一 种 版 本 , 朋 诺 尼 ，1653 年 。 
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速度 或 朋 的 平行 线段 作为 组 成 三 角形 或 四 边 形 的 平行 线 
段 的 说 法 非常 相 象 。 卡 瓦 列 里 想象 面 是 由 条 数 不 定 的 等 
距 的 平行 线段 所 构成 , 立体 是 由 等 距 的 平行 平面 所 构成 ， 
并 把 这 些 元 素 分 别 作为 面积 或 体积 的 不 可 分 量 。 虽 然 他 
承认 这 些 东 西 的 个 数 是 无 限 多 的 ， 但 不 附和 其 老师 伽 利 
略 对 无 限 大 的 性 质 作 任何 思辨。 卡 瓦 列 里 对 无 限 性 的 态 
度 是 一 种 不 可 知 论 的 态度 。 他 不 接受 亚 里 士 多 德 指出 的 
无 限 性 只 是 一 种 湾 在 的 观点 一 一 这 个 概念 和 史 芒 汶 与 瓦 
雷 里 欧 的 工作 结合 起 来 是 指向 极限 方法 的 。 另 一 方面 ， 
卡 瓦 列 里 亦 不 继承 库 萨 的 尼 古 拉 和 开 普 勒 以 为 无 限 具有 
形而上学 的 意义 。 无 限 仅仅 被 他 作为 辅助 概念 来 使 用 ， 
可 与 卡 登 的 “诡辩 ”的 量 相 比 。 由 于 无 限 在 结论 中 不 出 
现 ,， 所 以 毋须 和 并 清 它 的 性 质 。 无 跟 性 在 卡 瓦 列 里 的 论证 
中 没有 出 现 的 原因 ， 是 由 于 他 每 一 步 都 把 注意 力 集中 于 
两 个 图 形 闻 对 应 的 不 可 分 量 ， 而 不 是 每 个 面积 或 体积 中 
不 可 分 量 的 全 体 。 对 于 他 的 方法 有 代表 性 的 命题 是 在 立 
体 几 何 教科 书 中 熟知 的 所 谓 卡 瓦 列 里 定理 ， 设 两 个 立体 
是 等 高 的 ， 如 果 它 们 和 底 平 行 并 与 底 有 相等 距离 的 截面 
恒 成 定 比 , 则 两 个 立体 体积 的 比 也 是 这 个 定 比 。 

在 不 可 分 量 的 命题 中 是 典型 的 ， 并 对 以 后 的 发 展 具 
有 深远 意义 的 是 有 关 平 行 四 边 形 中 的 线段 和 组 成 它 的 三 
角形 内 线段 的 一 些 定理 。 一 个 带 有 推广 的 证 明 的 命 感 是 
设 平行 四 边 形 42D (图 1D 被 对 角 线 CF 分 成 两 个 三 角形 
4(5 和 2C2 则 平行 四 边 形 是 每 个 三 角形 的 两 倍 。 这 可 
证 明 如 下 : 先 作 44= 4B, 再 作 平行 于 0 的 EBP 和 Bl 
则 2 和 3 相等 ,所 以 三 角形 4C8 中 全 体 线 段 眼 CZD 
. 124 。 


中 全 体 线段 相等 , 从 而 三 角形 4CF 和 CZD 相等 ,并且 平 
行 四 边 形 4 忆 中 所 有 线段 之 和 等 于 每 个 三 角形 中 的 和 的 
两 倍 。 
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从 这 里 卡 瓦 列 里 用 与 此 相似 、 但 难度 大 得 多 的 论证 
进而 证 明了 平行 四 边 形 内 线段 平方 的 和 等 于 每 个 三 角形 
内 线段 平方 的 和 的 三 倍 。 利用 这 个 命题 , 不 蕉 证 明 圆锥 
的 体积 是 外 接 圆柱 体积 的 3， 抛物 线 弓 形 面积 是 外 接 扼 
形 面积 的 了 等 等 。 这 些 结果 自然 是 阿 基 米 德 所 郊 知 , 但 


开 普 勒 在 此 以 前 儿 年 就 提出 过 一 个 问题 ， 导 致 卡 瓦 列 里 
比 * 有 几何 学 > 一 书 中 更 大 胆 地 使 用 了 不 可 分 量 , 并 获得 了 
新 的 有 意义 的 结果 。 
开 普 勤 在 其 “立体 体积 一 书 中 向 几何 学 家 提出 挑 
吉 ， 要 求 求 出 抛物 线 弓 形 绕 弦 旋转 所 产生 的 体积 。 卡 瓦 
列 里 根据 他 所 发 明 的 结果 一 一 平行 四 边 形 内 线段 四 次 方 
的 和 等 于 组 成 它 的 三 角形 内 线段 四 次 方 的 和 的 五 倍 一 一 
求 出 了 这 个 体积 。 他 回想 到 在 他 的 《不 可 分 量 几 何 学 ?一 
书 中 , 已 求 到 线段 的 比 为 2 比 二 从 而 得 出 线段 平方 的 比 
为 3 比 工 的 结果 。 为 了 使 平行 四 边 形 内 线段 的 各 次 赛 与 
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三 角形 线段 各 次 寡 的 比 的 结果 不 至 中 断 ， 卡 瓦 列 里 求 出 
线段 立方 和 的 比 是 么 比 1。 他 于 是 用 类 比 的 方法 推出 五 
次 客 的 比 为 6 比 二 六 次 寡 的 比 为 7 比 了 等 等 ， 而 平行 
四 边 形 内 线段 的 % 次 宪 与 三 角形 内 线段 的 即 次 宪 的 比 为 
% 十 荆 比 工 。 

卡 环 列 里 这 里 所 用 的 方法 是 基于 与 二 项 式 定 理 的 特 
殊 情 形 等 价 的 一 些 引 理 。 例 如 为 了 证 明 平 行 四 边 形 内 线 
段 立方 之 和 是 其 所 含 的 一 个 三 角形 中 线段 的 立方 和 的 四 
倍 , 他 从 (上 + 人 3=o 二 3a20 二 322 上 03 开始 。 大 致 如 下 
地 进行 计算 : 设 在 图 1 中，4Z= 。 GZE=o DZ=2% 则 
有 富 = 补 x+3Y0x20+32002+ 辣 05。 式 中 的 和 是 对 
平行 四 边 形 及 三 角形 的 线段 作 的 。 根据 对 称 性 ,这 可 写 
为 Zc3=2 补 x+62a20，。， 于 是 
己 Cc8=CZc8=CDT+D2=Ca2+T2cYoxpTcDD02 
但 卡 瓦 列 里 在 以 前 关于 线段 的 命题 中 已 经 指出 


习 m=- 卫 = 了 o?， 


由 此 得 
3cs-3 了 CCc2T2cYI0D 


= 写 习 oa+2(+ 砾 习 08 
= 与 习 c+2 习 az 上 +3 马 0 
= 王 习 ce+4 瑟 oa 
或 即 习 o 包 -这 cs。 以 此 代入 上 面 的 方程 中 ， 得 到 
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翌 c -2 习 o2+ 广 马 o% 或 习 o8-4 马 03， 从 而 证 明了 合 
题 。 
卡 瓦 列 里 了 解 到 这 个 方法 可 以 推广 到 所 有 的 m， 值 
但 他 只 给 出 了 包括 到 %=4 的 完整 证 明 。 对 更 高 的 ” 值 ， 
只 给 出 一 些 获 自 博 格 朗 的 “代数 的 "指示 。 这 可 能 是 从 他 
的 同时 代 人 费 尔 马 的 工作 中 推导 而 得 。 费 尔 马 的 方法 后 
面 再 来 讨论 。 

上 面 所 略 述 的 卡 瓦 列 里 的 结果 ， 在 一 般 的 意义 下 和 


我 们 用 积分 | zedz = - 包 - 表 达 的 公式 等 价 。 我 们 看 到 


。 过 ， 阿 基 米 德 通过 在 关于 计算 体积 的 工作 中 ， 使 用 无 穷 级 
数 ， 已 认识 到 上 列 命题 对 于 妈 =1 荆 和 双 =2 是 成 立 的 。 对 
% = 3， 他 可 能 也 知道 ， 阿 拉 伯 人 还 证 明 过 ?=4 的 情形 。 
卡 瓦 列 里 的 工作 虽 以 稍 有 不 同 的 观点 为 基础 ， 仍 是 阿 基 
米 德 和 阿拉 伯 人 这 些 结果 的 推广 .我们 以 后 将 看 到 ， 当时 
的 一 些 数学 家 在 卡 瓦 列 里 之 前 已 在 这 方面 做 过 工作 。 但 
是 他 于 1639 年 发 表 的 论述 , @ 是 这 个 定理 第 一 次 地 公开 
发 表 , 它 对 1636 年 到 1655 年 期 间 无 限 小 方法 的 发 展 , 起 
了 重要 的 作用 。 在 此 期 间 , 数学 家 托 里 拆 利 ， 罗 贝 瓦尔 ， 
柏 斯 卡 ， 费 尔 马 和 沃 利 斯 或 多 或 少 独 立地 ， 并 用 不 局 方 
法 , 得 出 这 个 基本 的 结果 , 而 且 推 广 到 允 为 负数 ， 有 理 数 ， 
甚至 无 理 数 的 情形 。 这 或 许 是 无 穷 小 分 析 中 ,指出 了 更 
一 般 的 代数 运算 法 则 的 可 能 性 的 第 一 个 定理 。 下 一 代 由 
人 二 百 外 水 同 问题 y， 第 523- 一 526 页 。 西 莫 (《 关 于 微 积分 的 历史 与 
哲学 ?第 118 页 ) 曾 说 一 很 可 能 有 错 一 一 卡 瓦 列 里 曾 于 1615 年 求 得 这 个 
结果 。 
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牛顿 和 菜 布 尼 茨 提出 而 成 了 积分 学 的 基础 。 卡 瓦 列 里 本 
人 没有 油 察 出 这 种 新 分 析 学 。 无 论 他 或 是 伽利略 对 于 将 
代数 作为 表达 方式 或 证 明 形 式 , 都 没有 多 大 兴趣 。 这 个 
命题 对 卡 瓦 列 里 来 说 ， 不 过 是 关于 平行 四 边 形 内 线段 的 
竹 的 和 与 组 成 它 的 三 角形 内 线段 的 竺 的 和 之 比 的 几何 定 
理 而 已 。 另外 ， 他 从 来 没有 将 这 种 比 作为 无 限 小 平行 四 
边 形 的 和 的 极限 一 一 这 在 我 们 的 定 积分 观念 中 是 基本 
的 一 一 这 样 清晰 的 概念 。 卡 瓦 列 里 对 不 可 分 量 从 来 没有 
作 过 明白 的 解释 ， 因 而 在 这 方面 使 他 的 方法 容易 招致 攻 
击 。 
卡 瓦 列 里 在 其 * 几 何 学 》 一 书 中 所 用 的 不 可 分 量 , 受 
到 了 好 稣 会 教士 保 尔 ` 古 尔 丁 的 批评 , 他 声称 这 个 方法 不 
仅 是 从 开 普 勤 那 里 抄 黎 来 的 , 并 且 是 错误 的 , 因为 它 会 导 
致 迟 理 和 廖 论 。 对 于 第 一 点 非 难 , 卡 瓦 列 里 辩 白 说 , 他 的 
方法 和 开 普 勒 的 不 同 , 他 只 使 用 了 不 可 分 量 , 而 开 普 勒 则 
将 立体 看 作 由 非常 微小 的 立体 所 组 成 .D 为 了 反 驳 这 个 
方法 是 错误 的 指责 , 卡 瓦 列 里 坚持 说 , 尽管 不 可 分 量 可 以 
正确 地 看 作 是 没有 厚薄 的 , 然而 如 果 人 们 愿意 的 话 , 可 以 
如 阿 基 米 德 的 方式 , 用 很 小 的 面积 或 体积 元 素 去 代 趟 它 。 
古 尔 丁 说 , 既然 不 可 分 量 的 个 数 是 无 限 的 , 那 末 就 不 能 相 
互 比 较 。 他 还 指出 了 似乎 由 不 可 分 量 方法 导致 的 许多 廖 
论 。 在 回答 这 个 问题 时 , 卡 瓦 列 里 说 , 这 一 方法 的 种 种 困 
四 “六 个 几何 问题 2 第 181 页 ; 亦 见 开 普 勒 ,< 全 集 2, 卷 ITV, 第 656 一 657 
页 , 注 炙 , 其 中 包括 卡 瓦 列 里 在 这 一 点 的 摘录 。 在 这 方面 , 卡 瓦 列 里 所 说 的 
足 议 充分 驳斥 通常 认为 (例如 见 沃 尔 夫 :《 十 六 和 十 七 世纪 科学 .技术 和 哲学 


的 历史 >， 第 206 页 ) 他 大 概 充分 知道 他 的 不 可 分 量 必 须 和 所 组 成 的 图 形 属 
于 同一 维度 的 说 法 。 
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难 是 可 以 避免 的 , 只 消 遵守 一 个 原则 : 相 比较 的 两 种 无 限 
多 元 素 属 于 同一 种 类 。 例如 两 个 图 形 的 高 不 等 , 则 它们 
的 水 平 截面 就 不 能 互相 比较 ， 因 为 第 二 个 图 形 的 相应 不 
可 分 量 和 底面 的 距离 与 第 一 个 图 形 的 不 相等 。 因此 , 在 
一 个 图 形 中介 于 两 个 堆 面 间 的 不 可 分 量 可 能 是 100 个 ， 
而 在 另 一 个 图 形 中 介 于 对 应 截面 间 的 不 可 分 量 可 能 是 
200 个 。 
卡 瓦 列 里 对 这 种 解释 继 之 作 了 巧妙 的 比 只 。 他 将 面 
积 的 不 可 分 量 比 作 织 成 一 块 布 的 线 ， 体 积 的 不 可 分 量 比 
作 一 册 书 的 各 页 。 虽 然 几 何 体 或 面 的 不 可 分 量 的 个 数 无 
限 , 而 且 没 有 厚薄 , 但 如 遵守 前 面 所 说 的 原则 , 则 一 如 在 
布 或 书页 的 情形 ， 同 样 是 可 比较 的 。 卡 瓦 列 里 并 没有 解 
释 过 一 堆 没 有 厚薄 的 元 素 怎 样 可 以 组 成 面积 和 体积 ， 但 
在 许多 场合 ， 他 曾 把 不 可 分 量 方法 和 运动 的 观点 联系 起 
来 。 柏 拉 图 和 经 院 派 哲 学 家 已 含糊 地 指出 过 这 种 联系 。 
伽利略 追随 着 他 们 将 动力 学 和 几何 表示 法 联系 起 来 。 纳 
皮尔 在 1614 年 同样 曾 从 量 的 流 数 的 观点 出 发 , 用 线段 来 
描画 对 数 和 数 之 间 的 联系 。 卡 瓦 列 里 随 着 这 种 动向 ， 认 
为 面积 或 体积 可 作为 由 不 可 分 量 的 流动 所 产生 。 然 而 他 
没有 将 这 种 有 启发 性 的 观点 发 展 成 为 几何 方法 。 这 一 点 
为 他 的 后 继 者 托 里 拆 利 所 做 到 。 结 果 后 来 终于 产生 了 牛 
顿 的 流 数 法 。 卡 瓦 列 里 的 不 可 分 量 在 牛顿 和 某 布 尼 茨 的 
思想 中 也 将 有 所 反映 一 一 在 前 者 的 瞬 的 概念 和 后 者 的 微 
分 概念 之 中 。 从 而 卡 责 列 里 的 模 李 想 法 ， 对 微 积分 的 发 
展 将 起 很 大 的 作用 。 
卡 瓦 列 里 的 《不 可 分 量 几 何 学 ?几乎 立刻 获得 了 广大 
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的 读者 , 除了 阿 基 米 德 著作 外 , 成 为 研究 几何 学 中 无 限 小 
问题 的 数学 家 们 引用 最 多 的 书籍 。 这 本 书 在 数学 史 中 的 
重要 性 已 引起 了 足够 的 注意 。 但 是 过 度 的 推崇 ， 有 时 竟 
会 给 予 卡 瓦 列 里 以 一 些 他 未 曾 有 过 的 观点 。 有 人 以 为 在 
他 的 著作 中 可 以 明白 看 到 “微分 学 的 基本 概念 因为 “不 
可 分 量 不 是 别 的 , 就 是 微分 >, 还 说 在 其 书 中 可 以 发 现 ` 在 
哥 西 和 黎 曼 意 义 下 的 定 积分 ”。 详 细 检 查 他 的 观点 和 方 
法 ， 就 可 以 知道 这 种 说 法 是 没有 根据 的 。 卡 瓦 列 里 离开 
具有 “微分 ”或 “积分 ” 的 观点 还 很 远 。 他 自己 似乎 只 把 
他 的 方法 看 作 避 免 穷竭 法 的 实用 几何 措施 。 他 对 这 种 运 
算 的 逻辑 基础 并 无 兴趣 。 他 认为 严密 性 是 哲学 的 事 ， 而 
不 是 几何 的 事 。 在 他 的 方法 中 , 卡 瓦 列 里 比 之 开 普 勤 更 
完整 地 排除 了 史 蒂 汶 和 瓦 雷 里 欧 所 研究 的 极限 思想 。 兄 
外 , 在 “不 可 分 量 几何 学 》 中 完全 不 强调 代数 和 算术 的 要 
素 , 而 正 是 这 些 要 素 先 是 导出 微 积 分 的 运算 法 则 , 然后 再 
导出 了 微分 和 积分 的 适当 定义 。 卡 列 里 认为 面积 和 体 
积 是 直观 清楚 的 几何 概念 , 总 是 只 求 它们 之 比 , 而 不 去 求 
单独 的 面积 和 体积 数值 。 在 此 后 两 个 世纪 ， 这 种 过 于 便 
重 比 的 作法 , 是 对 微 积分 思想 造成 混乱 的 主要 原因 之 一 。 

由 于 卡 瓦 列 里 这 样 不 注意 于 数学 严密 性 的 要 求 ， 使 
几何 学 家 们 对 于 接受 证 明 中 用 不 可 分 量 方法 的 可 靠 性 表 
示 怀 疑 ， 虽 然 在 初步 研究 中 愿意 使 用 它 。 这 个 犹 殉 性 在 
依 万 吉 里 斯 塔 ' 托 里 拆 利 的 工作 中 , 表现 得 特别 明显 。 托 
里 拆 利 是 卡 瓦 列 里 的 朋友 , 伽利略 的 学 生 。 

托 里 拆 利 充 分 理解 不 可 分 量 方法 的 优点 及 其 缺点 。 
他 猜想 古代 人 为 了 发 现 困难 的 定理 ， 已 掌握 了 某 种 这 样 
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的 方法 , 但 他 们 的 证 明 采 用 另 一 种 形式 , 是 “为 了 把 方法 
保密 , 或 避免 给 喜欢 届 妨 别人、 贬抑 别人 的 人 以 反 驱 的 机 
会 ”>。 阿 基 米 德 的 工作 正好 说 明了 托 里 拆 利 对 这 个 方法 
的 存在 的 假设 是 多 么 正确 ,但 用 穷竭 法 证 明 背 后 的 动机 ， 
是 在 于 努力 满足 希腊 人 对 直观 的 明晰 性 和 逻辑 严密 性 的 
要 求 。 托 里 拆 利 本 人 对 于 用 不 可 分 量 方法 的 证 明 亦 不 其 
满意 ， 因 为 他 经 常 加 上 阿 基 米 德 或 瓦 雷 里 欧式 的 证 明 作 
为 补充 , 他 与 如 利 略 的 看 法 一 致 , 认为 瓦 怖 里 欧 是 “本 世 
纪 的 阿 基 米 德 ”。 
托 里 拆 利 的 《关于 抛物 线 的 维 数 》 是 一 本 有 趣 的 著 
作 。 对 于 抛物 线 的 求 积 ， 作 者 提出 了 二 十 一 个 证 明 。 其 
中 十 个 证 明 是 用 古人 的 方法 的 ， 其 它 十 -一 个 用 新 的 不 可 
分 量 几 何 学 的 方法 。 在 前 面 一 部 分 , 包括 了 众 所 熟 悉 的 
阿 基 米 德 在 < 抛物 线 求 积 ?一 书 中 所 给 出 的 用 穷竭 法 的 证 
明 。 也 有 一 个 证 明 法 与 卢 卡 。 瓦 雷 里 欧 关 于 内 接 和 外 接 
图 形 的 基本 命题 非常 相似 的 证 明 ， 就 是 在 抛物 线 弓 形 内 
可 以 作出 由 许多 等 高 的 平行 四 边 形 构成 的 内 接 图 形 ， 使 
它 与 弓形 的 差 将 小 于 任意 给 定 的 量 。 当 然 托 里 拆 利 并 没 
有 考虑 到 用 内 接 图 形 的 极限 来 定义 抛物 线 的 面积 ， 但 他 
比 瓦 雷 里 欧 更 为 接近 于 这 个 思想 。 瓦 雷 里 欧 满足 于 说 外 
接 与 内 接 图 形 的 差 小 于 任意 给 定 的 量 ， 利 暗示 图 形 本 身 
和 内 接 与 外 接 图 形 中 任 一 个 的 差 也 小 于 任意 给 定 的 量 的 
意思 。 托 里 拆 利 更 清楚 地 叙述 了 这 个 意思 。 从 这 里 如 果 
将 有 关 的 量 加 以 算术 化 ， 就 容易 引出 极限 概念 。 但 是 托 
里 拆 利 追随 卡 瓦 列 里 , 局 限于 几何 思考 的 方法 , 因而 他 对 
于 不 可 分 量 比 极限 更 感 兴趣 。 
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在 使 用 不 可 分 量 几 何 的 十 一 个 证 明 中 , 很 奇怪 , 他 收 
进 了 一 个 与 阿 基 米 德 在 人 方法 篇 :一 书 中 的 力学 求 积 法 几 
乎 客 全 相同 的 证 明 ， 但 这 本 书 在 十 七 世纪 人 们 还 是 不 知 
道 的 。 这 种 巧合 说 明 卡 瓦 列 里 的 不 可 分 量 几何 和 可 能 成 
为 阿 基 米 德 方法 的 基础 的 数学 原子 论 , 何等 相似 。 

托 里 拆 利 使 用 不 可 分 量 的 方法 发 现 了 许多 新 的 结 
果 ， 在 灵活 性 和 透彻 性 方面 比 他 的 老师 卡 瓦 列 里 还 强 得 
多 。 1641 年 有 一 个 新 的 结果 使 他 非常 高 兴 , 就 是 决定 
了 由 等 边 双 曲线 的 一 部 分 环绕 一 条 渐 近 线 旋转 而 产生 的 
无 眼 长 的 立体 ， 具有 有 限 的 体积 。 托 里 拆 利 相信 他 自己 
是 第 一 个 发 现 了 尺 二 为 无 限 大 量 的 图 形 ， 可 以 有 有 限 的 
大 小 。 但 是 在 这 方面 , 十 四 世纪 的 奥 雷 姆 , 可 能 还 有 后 来 
的 费 尔 马 和 罗 贝 瓦尔 , 比 他 先 走 了 一 步 。 回 忆 起 来 , 奥 雷 
姆 把 几何 表示 法 用 于 计算 大 师 关 于 形态 幅度 和 无 穷 级 数 
的 研究 中 , 曾 指出 具有 无 限 高 度 (速度 ) 的 图 形 可 能 有 有 
限 的 面积 (距离 ) 。 托 里 拆 利 的 证 明 使 用 了 圆柱 不 可 分 量 
的 思想 是 很 有 兴趣 的 ， 因 为 卡 瓦 列 里 的 不 可 分 量 恒 是 平 
面 的 。 

设 双 曲 线 绕 B4 旋转 ， 再 设 了 D 是 一 条 固定 的 水 平 
直线 (图 12) 。 如 果 4CC 刀 是 一 个 以 40 为 高 ，4 互 为 底 
面 直 径 的 正 圆柱 ， 这 里 4 瓦 是 从 4 到 双 曲 线 的 距离 的 两 
倍 。 托 里 拆 利 指出 ， 对 平行 于 2DP 的 直线 WZ 的 任何 位 
置 ， 以 NO 为 高 、O7 为 直径 的 圆柱 的 表面 积 等 于 圆柱 
4Cc 瑟 的 截面 积 ZWM。 但 是 圆柱 表面 WZID 组 成 了 无 限 
长 的 旋转 体 ZBBDC 的 体积 ; 同样 , 直径 为 7 的 圆 面积 
组 成 了 圆柱 4CGZ 的 体积 。 所 以 两 个 体积 相等 。 
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托 里 拆 利 所 给 的 证 明 ， 显 著 地 说 明了 不 可 分 量 比较 
法 的 灵巧 ， 以 及 这 种 方法 和 积分 学 中 所 用 的 步 又 的 相似 
程度 。 当 然 , 在 积分 学 中 柱 形 及 圆 形 元 素 是 给 了 厚度 的 ， 
并 当 厚 度 趋 近 于 零 时 ,得 出 和 的 极限 。 托 里 拆 利 申 明 他 
自己 满足 于 定理 有 足够 明显 的 真实 性 ， 但 是 为 了 照顾 对 
不 可 分 量 缺乏 好 感 的 人 ， 他 经 常 补 上 一 个 用 古代 方法 的 
证 明 。 

托 里 拆 利 的 工作 把 前 人 和 同时 代 人 所 提出 的 思想 和 
方法 , 应 用 得 这 么 卓越 广博 , 以 致 他 的 名 字 在 许多 情况 下 
成 为 争论 优先 发 明 权 的 焦点 。 十 七 世纪 可 能 是 指控 副 窃 
事件 最 多 的 一 个 世纪 。 这 主要 是 由 于 不 可 分 量 方法 和 与 
之 相关 的 方法 ， 在 许多 国家 的 数学 家 中 广泛 地 并 有 效 地 
使 用 着 , 而 且 这 些 人 都 是 在 研究 导向 微 积分 的 类 似 问 题 。 
由 于 对 这 些 肩 人 思绪 的 无 限 小 方法 缺乏 从 逻辑 上 建立 起 
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来 的 合理 性 , 各 种 不 同 观点 之 加 的 相互 关系 , 只 不 过 被 很 
模糊 地 加 以 理解 , 而 且 常 被 否定 。 此 外 还 有 这 样 的 困难 ， 
就 是 对 这 个 课题 的 理论 作出 贡献 的 人 们 ， 特 别 是 罗 贝 瓦 
尔 , 费 尔 马 .牛顿 , 不 是 没有 发 表 过 他 们 的 结果 , 就 是 发 表 
得 很 迟 。 由 于 数学 家 们 没有 在 他 们 的 著作 中 注 明 日 期 ， 
对 企图 把 一 些 特殊 贡献 归 之 于 个 别人 物 , 更 会 引起 混乱 。 
本 书 不 想 用 很 多 篇 幅 去 讨论 抄袭 惠 窃 的 事件 ， 其 中 许多 
是 缺乏 充分 根据 的 。 但 我 们 想 尽 可 能 地 努力 阐明 在 这 个 
困难 的 时 期 里 , 每 个 人 在 微 积 分 思想 的 发 展 中 , 到 底 起 了 
怎样 的 作用 。 

我 们 记得 ， 卡 瓦 列 里 曾 用 几何 术语 阐明 了 可 作为 微 
积分 中 第 一 个 普遍 性 的 定理 ， 即 对 任意 正 整 数 有 与 


人 maz= -至 二 相当 的 定理 。 现在 一 般 认为 将 这 个 定理 


推广 到 所 有 有 理 数 (除了 允 = 一 ! 外 ), 并 予以 证 明 的 是 费 
尔 马 。 然而 由 于 费 尔 马 一 生 没 有 发 表 过 这 个 结果 , 所 以 
很 难 断 定 他 的 工作 和 托 里 拆 利 、 罗 贝 殉 尔 相似 和 几乎 一 
致 的 结果 的 彼此 关系 。 看 来 ,至 少 推 广 形式 的 叙述 是 属 
于 费 尔 马 的 , 但 日 期 不 能 确定 , 可 能 早 在 1635 年 , 或 迟 至 
1643 年 。 对 于 这 个 法 则 , 罗 贝 瓦尔 关于 正 整 数 , 费 尔 马 关 
于 一 般 有 理 数 的 证 明 , 在 时 间 上 是 否 比 托 里 拆 利 1646 年 
在 其 未 经 整理 的 论著 《关于 双 曲 线 的 无 限 性 ?中 所 给 的 证 
明 为 旺 , 是 不 明确 的 .@ 但 是 他 们 各 人 所 使 用 的 证 明 方 

@ 措 伊 采 以 为 由 于 费 尔 马 ,我 们 得 到 高 次 擅 物 线 的 研究 。 他 说 网 尔 马 
在 1636 年 大 概 掌握 了 对 正 整数 的 法 则 ， 而 他 约 在 1644 年 对 各 种 情况 有 一 
个 一 般 的 证 明 , “关于 数学 史 的 注 记 >， 卷 TV， 关于 积分 ,特别 关于 费 尔 马 
的 积分 之 前 的 求 积 法 > (1895 年 )， 第 43 页 以 及 以 后 诸 页 。 另 一 方面, 苏 里 
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式 , 都 是 他 们 的 思想 中 所 特有 的 , 因此 在 考虑 微 积分 概念 
的 发 展 时 , 我 们 可 以 放心 地 认为 他 们 是 彼此 独立 发 现 的 。 

托 里 撞 利 提供 的 证 明 方 法 是 按照 阿 基 米 德 方式 ， 亦 
即 纯 几 何 的 方法 ， 并 用 了 穷竭 法 。 给 定 任 一 双 曲 线 DPC 
(图 苞 )， 他 证 明了 “了 曲 边 四 边 形 DC8 与 截面 PCBG 之 
比 等 于 24 的 守 和 4 妞 的 知之 比 "。 他 所 采取 的 证 明 是 
用 内 接 和 外 接 图 形 ， 和 一 些 包含 瓦 雷 里 欧 基 本 命题 的 引 
理 。 瓦 雷 里 欧 命题 指出 可 以 使 这 两 种 图 形 之 差 小 于 任何 
给 定 的 面积 。 托 里 拆 利 附带 地 指出 , 这 种 证 明 方法 和 结 
论 稍 加 变动 后 , 可 适用 于 抛物 线 的 情况 。 

这 个 结果 和 关于 曲线 z 略 = 的 结果 的 解析 叙述 是 


等 价 的 ， 即 面积 了 DC 和 DCBG 的 比 为 二 。 决 定 这 个 
比 ， 在 一 般 意义 下 相当 于 计算 在 近代 写法 下 的 积分 
| wz。 然而 这 个 问题 用 现代 符号 表示 后 , 自然 诱 使 人 


们 用 现代 记号 所 包含 的 概念 , 来 附会 原著 者 的 工作 。 但 
是 ， 人 们 决 不 可 把 隐 仿 在 近代 积分 记号 中 的 任何 这 种 代 
数 概念 , 归功 于 托 里 拆 利 。 在 他 的 思想 中 , 没有 丝 训 的 解 
析 观 念 ， 也 没有 任何 想 要 建立 一 种 对 其 它 情况 适用 的 运 
算法 则 的 想法 。 这 个 结果 只 是 单纯 关于 面积 之 比 的 几何 
命题 ; 虽然 其 中 包含 的 特殊 求 积 分 法 , 后 来 对 微 积分 有 基 
本 的 意义 。 


科 支 持 托 里 拆 利 在 这 方面 的 优先 权 , 认为 他 发 现 于 1641 年 ,而 在 1646 年 加 
以 普遍 化 。 他 的 结论 说 , 费 尔 马 的 求 积分 法 为 在 1654 年 之 后 , 可 能 在 1656 
年 “ 依 万 吉 里 斯 塔 . 托 里 拆 利 的 %g~z"， 当 ?为 除 一 1 以 外 的 负 有 理 数 的 积 
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用 近代 的 符号 和 观点 来 解释 托 里 拆 利 的 工作 ， 其 危 
险 性 在 估价 他 对 切线 工作 时 也 表现 出 来 。 托 里 拆 利 发 
现 ， 设 D4 是 前 面 所 考虑 的 双 曲 线 在 忆 处 的 切线 (图 
13)， 则 7 鼠 和 ZU4 之 比 等 于 48 的 宕 和 48 的 宕 之 比 。 
就 是 说 , 设 双 曲线 为 xm= 久 则 次 切线 与 横 坐 标 之 比 等 


于 过。 有 人 对 这 个 命题 作 过 解释 ， 以 为 托 里 拆 利 认为 切 


线 是 由 过 C, 刀 两 点 的 割 线 , 当 C 趋 近 于 刀 时 所 决定 的 ， 
从 而 他 的 思想 与 微 商 思想 很 接近 。 但 是 根据 托 里 拆 利 的 
语言 , 是 不 能 证 得 这 样 一 个 结论 的 。 托 里 拆 利 的 证 明 并 不 
是 基于 切线 为 变动 割 线 的 极限 这 种 近代 的 观点 ， 而 是 根 
据 古 代 的 静态 定义 : 切线 是 与 曲线 只 在 一 点 接触 的 直线 。 
他 证 明了 ， 假 设 根据 上 面 的 比 所 决定 的 直线 D 不 是 万 
点 处 的 切线 一 一 即 它 和 曲线 还 交 于 另 一 点 -一 会 产生 了 矛 
盾 。 所 以 在 这 个 证 明 中 , 丝毫 没有 极限 的 近代 概念 。 
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而 托 里 拆 利 在 另外 的 问题 中 ， 使 用 了 基于 实际 速度 的 平 
行 四 边 形 这 样 的 切线 的 动态 概念 ， 这 个 概念 对 牛顿 的 流 
数 法 的 发 展 有 重要 的 启发 。 
可 以 认为 在 踪 遥 派 的 科学 中 ， 已 隐 含 了 速度 平行 四 
边 形 原理 , 但 由 于 亚 里 士 多 德 没 有 发 展 瞬时 速度 的 概念 ， 
所 以 这 个 原理 长 期 没有 被 广泛 地 使 用 。 阿 基 米 德 似 曾 把 
它 应 用 于 几何 学 。 很 久 以 后 , 利 奥 那 多 * 达 . 芬 奇 重新 提 
出 来 ， 并 被 史 蒂 汶 使 用 过 。 但 是 史 蒂 汶 的 主要 兴趣 是 静 
力学 , 所 以 不 是 用 速度 , 而 是 用 虚 位 移 来 说 明 它 。 自 从 仰 
利 略 用 惯性 概念 和 迭 加 作用 独立 性 原理 阐明 了 弹道 后 ， 
在 十 七 世纪 中 运动 合成 的 思想 对 于 科学 (特别 是 动力 学 
和 光学 ) 和 数学 方面 , 必然 会 起 重要 的 作用 。 
托 里 拆 利用 运动 合成 确定 任意 正 整数 阶 抛物 线 的 切 
线 的 方法 ， 给 出 了 他 应 用 伽利略 和 卡 瓦 列 里 方法 的 一 个 
显著 范例 。 自从 十 四 世纪 以 来 , 人 们 已 认识 到 自由 落体 
是 匀 加 速 的 一 一 即 速度 和 经 过 的 时 间 成 正比 地 增加 一 一 
伽利略 已 将 这 个 事实 编 到 他 的 动力 学 中 去 。 计 算 大 项 、 
奥 雷 姆 和 其 他 一 些 人 曾 说 过 ， 物 体 经 过 的 路 程 为 在 同一 
时 间 间 隔 内 ， 以 落体 最 终 速度 为 速度 作 匀 速 运动 所 经 路 
程 的 一 半 。 伽利略 再 次 肯定 了 这 一 点 ， 并 且 又 提出 这 里 
列 涵 着 落体 经 过 的 路 程 和 降落 时 间 的 平方 成 正比 。 托 里 
拆 利 更 进一步 探讨 这 个 思想 ， 提 出 假设 速度 和 时 间 的 平 
方 成 正比 ,情况 应 当 怎样 的 问题 。 这 时 经 过 的 路 程 应 该 
是 三 角形 423Z (图 1 和 内 所 有 线段 平方 的 和 ， 而 线段 的 
平方 表示 在 所 给 时 间 间 中 4B 内 运动 物体 的 速度 。 但 是 
卡 瓦 列 里 证 明了 三 角形 43 巡 内 所 有 线段 平方 的 和 等 于 
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平行 四 边 形 4B77 内 所 有 线段 平方 和 的 1/3。 所 以 物体 
经 过 的 路 程 在 同一 时 间 间 隔 内 ， 将 是 另 一 个 匀速 运动 的 
物体 所 经 过 路 程 的 1/3,， 它 的 速度 是 原来 物体 的 最 终 速 
度 一 一 或 是 反 过 来 说 ， 最 终 速度 是 由 所 经 路 程 的 三 倍 所 
决定 。 此 外 路 程 是 和 时 间 的 立方 成 正比 的 。 


瑟 


图 14 


所 以 如 果 我 们 设想 一 个 有 合成 运动 的 弹道 ， 其 水 平 
速度 是 均匀 的 , 垂直 速度 和 时 间 的 平方 成 正比 , 则 弹道 曲 
线 是 立方 抛物 线 ; 如 果 垂 直 速 度 和 时 间 的 立方 成 正比 , 则 
弹道 曲线 是 四 次 抛物 线 , 依 此 类 推 。 现在 可 以 确定 这 些 
曲线 的 切线 如 下 ， 例 如， 曲线 4BC (图 15) 是 立方 抛物 
线 。 如 果 ZP 是 曲线 的 切线 , 则 有 2D = 34 刀 。 这 是 因为 
动 点 在 妃 点 处 应 该 有 两 个 速度 ;一 个 是 水 平 的 ， 由 距离 
2 决定 ; 另 一 个 是 垂直 的 (根据 前 面 的 讨论 ), 等 于 垂直 
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距离 4D 的 三 倍 。 所 以 从 两 种 速度 的 合成 而 得 到 的 点 史 
的 方向 就 是 2 妨 的 方向 , 因而 也 就 是 切线 的 方向 。 托 里 拆 


利 指出 对 其 它 掀 物 线 可 以 同样 地 讨论 , 比 7) 就 是 抽 物 
线 的 次 数 。 


吾 


图 世 

托 里 拆 利 的 方法 , 如 上 所 述 地 用 到 瞬时 方向 的 思想 
因而 也 隐 含 了 极限 概念 ， 这 是 在 古代 几何 学 家 所 给 的 令 
人 可 笑 的 切线 定义 上 的 一 个 显著 的 进步 。 同 时 通过 把 肯 
时 速度 的 概念 渗 透 到 几何 证 明 中 去 ， 也 标志 着 对 于 经 典 
传统 的 背离 。 动 力学 的 思想 偶尔 也 曾 引起 希腊 几何 学 家 
的 注意 。 阿 基 米 德 可 能 曾经 使 用 过 托 里 拆 利 这 个 方法 ， 
以 求 阿 基 米 德 螺 线 的 切线 ; 但 他 距 他 的 同时 代 人 一 样 , 并 
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不 认为 运动 的 观点 对 他 的 静态 以 及 正式 几何 证 明 的 应 
用 ， 具 有 充分 的 严密 性 ， 他 甚至 也 没有 发 展 运动 学 的 科 
学 。 然 而 十 四 世纪 经 院 派 哲 学 家 曾 给 出 动力 学 的 一 些 定 
量 的 表示 法 ， 这 个 工作 为 伽利略 所 完成 。 托 里 拆 利 现在 
应 用 这 些 表 示 法 于 纯粹 几何 学 , 以 求 抛物 线 的 切线 。 

他 还 利用 它们 寻求 阿 基 米 德 著作 中 所 提出 的 一 大 类 
昌 线 的 切线 。 托 里 拆 利 研究 过 一 动 点 沿 着 一 条 匀速 旋转 
的 直线 所 描 出 的 各 种 曲线 , 该 点 的 速度 不 一 定 是 匀速 的 ， 
而 是 它 和 直线 的 旋转 中 心 那 个 定点 的 距离 的 函数 。 如 果 
动 点 以 这 样 的 速度 运动 , 使 在 相等 的 时 间 间 隔 内 , 它 和 定 
点 的 距离 成 连 比 例 ， 那 么 托 里 拆 利 称 此 曲线 为 “几何 螺 
线 ", 以 区 别 于 阿 基 米 德 的 “算术 螺 线 ”。 在 极 坐标 系 下 几 
何 螺 线 的 方程 可 以 记 为 p= aeze， 可 是 托 里 拆 利 并 没有 用 
分 析 方法 来 处 理 。 他 利用 综合 几何 和 力学 的 思考 求 得 了 
这 些 曲线 的 切线 , 以 及 它们 的 弧 长 和 它们 所 包围 的 面积 。 

在 数学 中 , 他 应 用 动力 学 的 表示 , 可 能 早已 由 法 国 数 
学 家 罗 册 瓦尔 和 笛 卡 儿 《〈 后 面 我 们 就 要 讲 起 他 的 ) 所 领 
先 。 但 是 主要 还 是 通过 托 里 拆 利 的 工作 ， 才 能 使 这 种 观 
念 如 此 受到 欢迎 , 以 致 巴 罗 在 他 的 几何 学 里 , 以 及 后 者 的 
学 生 牛 顿 在 他 的 流 数 法 里 , 也 接受 了 这 种 观念 。 

在 托 里 拆 利通 过 穷竭 法 、 不 可 分 量 法 以 及 运动 合成 
法 的 应 用 而 取得 的 一 些 成 果 中 ， 可 以 发 现 许 多 对 于 微 积 
分 中 的 结果 的 卓越 预见 ; 其 中 有 求 曲线 弧 长 的 最 早 结果 ， 
以 及 有 关 求 面积 、 切线 的 一 些 定理 。 托 里 拆 利好 象 已 经 
认识 到 , 并 且 曾 用 到 这 一 点 : 求 切 线 的 问题 就 是 求 面 积 问 
题 的 道 运算。 然而 他 并 未 试图 在 这 些 方法 上 建立 起 在 一 
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切 情况 下 都 能 适用 的 运算 步骤 的 一 般 法 则 。 他 没有 把 它 
们 看 作 已 构成 一 种 新 型 的 分 析 学 ， 从 而 也 没有 寻求 出 一 
种 普遍 性 的 算法 。 例如 ， 速 度 的 合成 法 只 有 在 事先 知道 
了 曲线 的 形成 运动 的 情况 下 ， 才 能 采用 。 只 有 应 用 费 尔 
马 . 笛 卡 儿 和 巴 罗 的 分 析 法 , 或 者 应 用 牛顿 和 莱 布 尼 蔬 的 
微 积 分 ， 才 有 可 能 从 曲线 的 方程 一 般 地 求 出 形成 这 一 山 
线 的 运动 或 上 朋 的 方向 。 
虽然 托 里 拆 利 的 工作 标志 着 走向 微 积分 的 有 意义 的 
一 步 , 但 是 其 中 所 用 的 基本 概念 和 近代 的 观点 , 还 是 相去 
甚 远 。 关于 通过 极限 来 定义 瞬时 速度 , 托 里 拆 利 的 思想 
并 不 比 他 的 老师 外 利 略 , 或 者 在 这 一 点 上 , 比 他 的 后 辈 牛 
顿 , 来 得 更 高 明 些 。 同 样 , 托 里 拆 利 虽然 很 清楚 用 不 可 分 
量 法 得 出 的 结果 和 用 古代 的 方法 所 得 的 结果 是 一 致 的 ， 
但 是 看 来 他 远 没 有 认识 到 两 者 可 以 通过 极限 的 概念 而 联 
系 起 来 。 他 的 不 可 分 量 观点 和 德 询 克利 特 的 模糊 的 数学 
原子 论 , 极其 相 象 。 托 里 拆 利 同意 这 个 他 归功 于 伽利略 
的 论断 ; 一 个 点 等 同 于 一 条 线段 ; 在 “证 实 ” 伽 利 略 对 速 
度 - 时 间 曲 线 下 的 面积 代表 距离 这 个 命题 的 证 明 时 , 托 里 
拆 利 断 言 在 两 条 线段 不 等 的 情况 下 ， 每 条 线段 的 点 的 个 
数 是 相等 的 , 但 是 这 些 点 的 本 身 又 是 不 相等 的 。 不 可 分 
量 缺 乏 一 个 适当 的 基础 ， 这 也 许 比 朋 时 速度 定义 的 朴 忽 
更 为 严重 ， 因 为 直观 毕竟 还 能 帮助 我 们 把 速度 理解 为 一 
种 不 加 定义 的 元 素 , 而 在 应 用 不 可 分 量 时 , 就 没有 那样 的 
安全 保证 。 托 里 拆 利 意 识 到 这 些 有 关 的 困难 ; 虽然 他 写 
过 一 本 关于 应 用 无 限 小 方面 的 疑难 的 书 ， 但 是 却 不 能 解 
决 这 些 逻 辑 困难 。 
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在 微 积分 的 发 展 史上 ,1647 年 有 好 几 个 理由 成 为 有 
意义 的 一 年 ， 第 一 ， 卡 瓦 列 里 和 托 里 拆 利 同 在 这 一 年 逝 
世 , 而 且 享 年 都 不 高 ; 第 二 , 卡 瓦 列 里 关于 不 可 分 量 法 的 
更 具 雄 心 的 著作 “六 个 几何 问题 ?问世 ; 第 三 , 最 伟大 的 化 
圆 为 方 者 圣文森特 的 格雷 戈 里 的 巨著 《几何 篇 ?在 安 特 卫 
普 出 版 。 

现在 我 们 从 无 限 小 在 意大利 的 发 展 方面 转 到 扼要 地 
谈 谈 当时 在 低地 国家 的 共同 趋向 。 这 种 趋向 的 观点 是 略 
有 不 同 的 。 圣 文 森 特 的 格雷 这 里 和 卡 瓦 列 里 大 概 是 在 互 
不 通 声 气 的 情况 下 工作 的 。 实 际 上 在 同时 一 一 大 约 分 别 
在 1625 年 和 1626 年 一 一 各 自 掌握 了 各 自 的 方法 。 两 人 
在 数学 上 所 受 的 启发 都 和 阿 基 米 德 的 传统 直接 有 关 ， 每 
人 却 又 分 别 从 其 他 人 方面 受到 教 益 一 一 卡 瓦 列 里 得 益 于 
人 徊 利 略 (大约 从 他 的 方面 引用 了 不 可 分 量 法 ), 瓦 雷 里 欧 ， 
也 许 还 有 开 普 勤 ; 格雷 戈 里 则 得 益 于 史 蒂 汶 和 瓦 雷 里 欧 ， 
从 那里 引用 了 对 有 关 穷 章法 的 命题 作 直 接 而 严密 的 证 
明 ， 用 以 代替 希腊 人 所 用 的 归 姜 法 的 思想 。 格雷 戈 里 还 
增添 了 不 见于 这 些 人 著作 中 的 一 个 内 容 ， 因 为 他 把 这 问 
题 和 经 院 派 所 讨论 的 关于 连续 统 的 性 质 和 无 限 细 分 的 结 
果 联 系 了 起 来 。 阿 基 米 德 、 史 蓄 汶 和 瓦 雷 里 欧 都 细 分 到 
使 误差 小 于 某 一 定 值 为 止 ， 但 是 格雷 戈 里 把 它 解释 成 为 
真正 具有 无 限 细 分 的 意义 。 他 在 他 的 “几何 篇 ? (或 者 有 
时 称 为 《奥地利 问题 ?》 中 采用 了 无 限 多 个 无 限 幕 的 抢 形 
以 代替 史 带 汶 和 瓦 雷 里 欧 所 用 的 平行 四 边 形 。 对 于 阿 基 
米 德 所 用 的 双边 多 边 形 ， 他 却 一 如 库 萨 的 尼 古 拉 所 做 的 
那样 , 代 之 以 一 个 具有 无 限 多 边 数 的 内 接 多 边 形 。 
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格雷 戈 里 通过 他 称 为 平面 在 平面 上 引伸 (ductus 
plani in planum) 的 一 种 方法 , 应 用 他 的 概念 于 求 体积 的 
问题 上 。 他 所 称 的 这 一 词组 是 指 从 两 个 给 定 的 平面 图 形 
构成 一 个 几何 立体 的 方法 。 例如 , 设 这 两 个 平面 图 形 分 
别 是 半圆 和 以 半圆 直径 作 一 边 的 矩形 (图 16) 。 那 末 “把 
拖 形 贴 在 半圆 上 "”。 按 照 格 雷 戈 里 的 意思 ， 也 就 是 ,放置 
矩形 4B4'BB 垂直 于 半圆 所 在 的 平面 。 然 后 过 4 上 任 
意 一 点 分 别 在 两 个 图 形 中 各 引 垂 线 玉 RE 和 XZ， 从 而 作 
出 矩形 XZX'Z。 以 4B 上 所 有 对 应 于 点 筷 的 矩形 作为 
堆 面 的 那个 几何 立体 即 为 所 求 的 立体 。 这 个 例子 是 圆柱 
体 的 一 部 分 。 但 是 格雷 区 里 把 这 个 方法 应 用 到 许 许多 多 
的 其 它 图 形 上 , 并 求 出 了 所 得 到 的 那些 立体 的 体积 。 


图 16 

很 明显 , 在 这 种 步骤 中 , 圣文森特 的 格雷 戈 里 暗中 应 
用 了 无 跟 小 量 。 他 对 于 无 跟 小 量 的 本 质 的 看 法 ， 虽 然 也 
许 不 象 卡 瓦 列 里 那么 幼稚 ， 但 也 是 既 不 清楚 ， 也 不 严密 


。143 。 


的 。 他 构成 立体 图 形 的 方式 显示 他 正在 用 不 可 分 量 ， 进 
行 考 虑 。 然而 在 其 它 方面 , 他 没有 如 同 卡 瓦 列 里 所 设想 
那样 , 把 不 可 分 量 看 做 是 没有 厚度 的 ; 而 是 象 开 普 勒 那样 
看 做 是 真正 构成 图 形 的 。 在 两 个 三 维 图形 中 ， 作 了 极 薄 
的 内 搂 乎 行 六 面体 之 后 , 他 又 说 :“ 可 以 这 样 重 迭 使 它们 
穷 竟 它们 所 内 接 的 那个 立体 ”。 

这 或 许 是 第 一 次 以 这 种 意义 用 “穷竭 ”这 个 名 词 , 也 
是 用 这 样 的 方式 来 严格 地 穷竭 一 个 图 形 的 最 早 的 例子 。 
在 希腊 人 应 用 穷竭 法 所 作 的 证 明 中 ， 图 形 仅仅 看 作 是 在 
给 定 的 精确 度 下 ， 被 它 的 内 接 或 外 接 图 形 所 近 似 代替 。 
因此 , 在 某 种 意义 下 , 把 希腊 的 方法 称 为 穷竭 法 是 不 恰当 
的 ; 但 是 格雷 戈 里 显然 在 严格 的 意义 下 ,用 了 这 个 名 词 ， 
因为 他 允许 无 限 细 分 。 他 并 没有 明白 阐述 了 如 何 想 要 利 
用 无 限 小 元 素 穷竭 一 个 物体 ， 但 是 肯定 他 是 比 德 席 克 利 
特 和 经 院 派 ， 或 者 甚至 比 卡 瓦 列 里 和 托 里 拆 利 更 接近 近 
代 的 观点 。 他 不 用 静态 的 不 可 分 量 ， 而 通过 变动 的 细 分 
过 程 来 进行 推理 , 因此 很 接近 于 极限 方法 。 这 一 事实 把 
格雷 戈 里 引出 了 最 后 为 微 积分 提供 严密 基础 的 方向 ， 因 
为 他 的 无 限 细 分 法 为 他 带 来 了 一 个 无 穷 几 何 级 数 的 极限 
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希腊 人 未 曾 试图 把 曲线 定义 为 由 内 接 或 外 接 图 形 所 
趋 近 的 极限 。 瓦 雷 里 欧 直 截 了 当地 指出 可 以 使 内 接 和 外 
接 图 形 之 差 小 于 任何 数量 ， 从 而 缩小 了 穷竭 法 和 极限 思 

@ 瓦尔 纳 (< 关 于 极限 概念 的 原始 >， 第 2351 一 252 页 ) 说 , 这 是 第 一 次 真 


正 用 无 穷 级 数 ;但 在 这 一 点 ,他 是 错 的 , 因为 如 我 们 所 知 , 计算 大 师 、 奥 雷 姆 
以 及 其 他 经 院 派 在 很 久 以 前 , 曾 和 形态 幅度 相 联系 应 用 无 穷 级 数 。 
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想 之 间 的 空隙 。 史 蒂 汶 省 略 这 两 种 近似 图 形 中 的 一 种 ， 
并 应 用 了 算术 数列 ， 对 引 向 这 个 方面 的 工作 有 极 大 的 帮 
助 。 但 是 大 概 第 一 个 明确 说 出 一 个 无 穷 级 数 本 身 已 定义 
了 一 个 可 以 称 为 这 个 级 数 的 极限 的 量 的 ， 却 是 圣文森特 
的 格雷 蕊 里 。“ 一 个 数列 的 终点 就 是 它 即 使 延续 到 无 限 
项 也 不 能 达到 的 这 个 级 数 的 尽头 ， 但 是 这 个 数列 却 能 够 
比 任何 给 定 的 区 闻 更 来 得 接近 它 .” 作 为 一 个 说 明 , 格雷 
区 里 给 出 一 个 直线 段 4R， 它 被 点 3、C.… 所 细 分 ,而 以 
下 作为 它们 的 极限 , 并 使 线段 4B、BC、… 成 连 比例 。 可 
是 格雷 戈 里 有 点 才 失 了 极限 概念 的 实质 ， 因 为 他 说 :“ 量 
4K 等 于 整个 级 数 延续 到 无 限 的 量 ， 或 者 按 另 一 种 说 法 ， 
天 是 4 和 BC 之 比 延续 到 无 限 的 终点 。” 换 句 话说 ， 
4 并 不 被 定义 为 和 ， 因 为 玉 是 极限 。 更 进一步 ， 格 苗 
区 里 根据 几何 直观 ， 指 出 了 ， 说 4K 是 和 与 设 及 是 极限 
是 等 价 的 。 然 而 他 比 以 前 的 任何 人 都 说 得 更 明白。 一 个 

无 穷 级 数 可 以 严格 地 认为 具有 一 个 和 。 
圣文森特 的 格雷 戈 里 也 认识 到 阿 基 里 斯 疑难 可 以 用 
无 穷 级 数 的 极限 思想 来 说 明 。 正 如 经 院 派 和 伽利略 所 做 
过 的 那样 , 他 先 假设 “运动 是 一 种 量 ", 再 断言 阿 基 里 斯 和 
乌龟 的 速 率 必 成 一 定 的 比例 ， 并 用 几何 级 数 计算 出 两 者 
的 位 置 相 重 合 的 那 一 点 。 他 可 没有 认识 到 ， 芝 诺 的 问题 
并 不 是 在 何 时 、 何 地 阿 基 里 斯 追 及 乌龟 , 而 是 他 怎样 能 所 
上 它 。 这 个 疑难 中 这 种 诉 诸 感性 经 验 而 不 是 理性 活动 的 
情况 ， 无 疑 是 根据 无 穷 数列 的 极限 思想 去 发 展 微 积分 的 
主要 障碍 。 虽 然 圣文森特 的 格雷 戈 里 的 表示 法 还 没有 十 
九 世 纪 的 严密 和 清晰 ， 但 他 的 工作 作为 一 种 在 积极 的 滞 
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义 下 一 一 虽然 仍 是 用 儿 何 术语 一 一 明确 地 构成 极限 理论 
的 最 初 尝 试 , 而 被 铭记 人 心 。 史 蒂 汶 和 瓦 雷 里 欧 两 人 , 也 
许 还 有 阿 基 米 德 , 在 他 的 穷竭 法 中 , 都 只 是 隐 含 了 这 种 理 
论 。 

圣文森特 的 格雷 艾 里 坚持 说 他 已 经 完成 了 化 圆 为 方 
的 问题 。 也 许 就 是 为 了 这 件 事 ， 据 说 格雷 戈 里 在 他 的 同 
时 代 人 中 受到 的 只 是 项 视 ， 后 来 惠 更 斯 和 菜 布 尼 藻 才 为 
他 恢复 了 声誉 。 但 另 一 方面 ,他 的 著作 对 当时 的 许多 数 
学 家 们 产生 过 强烈 的 影响 ,这 是 无 可 置疑 的 。 作为 好 几 
个 耶稣 教会 学 校 的 教师 ， 他 把 保 尔 . 古 尔 丁 ， 安 德 烈 塔 
凯 , 让 .查理 . 德 拉 . 法 叶 以 及 其 他 一 些 人 ,都 算 作 他 的 学 
生 。 他 们 都 应 用 过 无 限 小 量 的 思想 ， 特 别 是 在 研究 当时 
风行 的 计算 重心 的 问题 中 。 

虽然 古 尔 丁 按照 古老 的 阿 基 米 德 体 例 而 写作 ， 但 他 
的 著作 由 于 两 个 原因 而 出 名 。 第 一 , 所 谓 十 尔 丁 定理 一 一 
一 个 旋转 体 的 体积 为 旋转 面 的 面积 和 重心 旋转 一 周 所 经 
距离 的 乘积 @ 一 一 带 有 惠 窃 帕 普 斯 的 观点 之 嫌 ， 而 被 议 
论 纷纷 .@ 第 二 ,正如 我 们 所 看 到 的 ， 对 开 普 勒 应 用 无 限 
小 和 卡 瓦 列 里 应 用 不 可 分 量 的 缺乏 严密 性 ， 古 尔 丁 成 为 
主要 的 批评 者 。 从 思想 发 展 的 观点 来 看 ， 塔 凯 的 著作 无 
论 如 何 比 古 尔 丁 更 有 意义 。 

@ 开 普 勤 于 16 巧 年 在 求 环 的 体积 中 给 出 这 个 定理 的 特例 。 

@@ 对 这 一 点 激烈 的 讨论 ， 见 斯 密斯 和 米 勒 的 “十 尔 丁 是 否 一 个 副 窃 
者 ?2” 帕 普 斯 著作 的 最 近 法 文 版 的 编辑 保罗 . 凡 . 埃 克 对 古 尔 丁 作 毫 不 含 精 
的 说 法 。 他 说 十 尔 丁 定理 不 能 从 帕 普 斯 所 给 的 形式 而 导出 , 确实 这 两 人 之 


间 灵 感 上 的 联系 , 值得 置疑 。 见 凡 ' 埃 克 :;“ 从 历史 的 观点 考虑 古 尔 丁 所 给 的 
定理 ”。 
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安 德 烈 。 塔 凯 在 采用 他 前 辈 的 各 种 无 限 小 方法 的 一 
般 性 方面 和 他 的 同时 代 人 托 里 拆 利 是 相 象 的 。 例如 , 在 
他 的 《圆柱 与 圆 环 第 四 篇 ? 中 , 他 对 下 述 命题 作出 了 四 种 
证 明 ; 球 的 体积 等 于 一 个 以 球 的 大 圆 之 半 为 底 , 以 大 加 的 
周 长 为 高 的 圆柱 臂 锥 的 体积 。 从 开 普 勒 以 来 有 不 少数 
学 家 , 还 有 阿 基 米 德 在 当时 可 能 尚未 发 现 的 《方法 篇 ?中 ， 
都 曾 给 出 这 个 定理 。 可 是 塔 凯 在 利用 内 接 和 外 接 图 形 ， 
以 两 种 方法 证 明了 这 条 定理 之 后 ， 又 在 三 角形 和 圆 截 面 
相等 的 基础 上 ， 给 出 两 个 应 用 不 可 分 量 的 证 明 。 托 里 拆 
利 本 人 对 应 用 不 可 分 量 所 作证 明 的 严密 性 ， 已 经 感到 很 
满意 , 虽然 他 为 了 别人 的 方便 , 又 提出 了 其 它 的 证 明 。 塔 
凯 讲 过 , 他 认为 卡 瓦 列 里 的 方法 既 不 是 合法 的 , 也 不 是 几 
何 的 。 他 坚持 认为 圆柱 臂 锥 最 严格 地 讲 ， 不 可 看 作 由 三 
角形 组 成 ,球体 也 不 可 看 作 由 圆 组 成 。 劈 锥 既 不 是 由 三 
角形 的 移动 所 形成 ; 球体 也 不 是 由 圆 的 运动 而 产生 。 他 

言 一 个 几何 量 只 能 由 同型 体 (homogenea)， 即 相同 维 
数 的 各 部 分 所 组 成 一 一 小 立体 构成 大 立体 ， 小 面积 构成 
大 面积 ， 小 线段 构成 大 线段 一 一 而 不 是 如 卡 瓦 列 里 所 说 
的 那样, 由 异型 体 (heterogenea) 即 维 数 较 低 的 各 部 分 所 
组 成 。 所 以 他 党 得 对 所 考虑 的 几何 量 必 须 “ 如 同 古人 那 
样 >, 用 其 中 所作 的 内 接 同 型 体 来 穷竭 ( 穷 蝎 这 个 名 词 , 宣 
无 疑问 是 他 从 圣文森特 的 格雷 苹 里 那里 获得 的 ) 。 

塔 凯 对 不 可 分 量 方法 的 批评 和 坚持 改 用 同型 体 ， 当 
然 是 正确 的 。 如 果 他 能 试图 在 极限 理论 的 严格 意义 下 应 
用 “和 穷 刘 ”这 个 词 来 调和 这 两 种 观点 , 那 末 他 的 工作 就 会 
对 不 可 分 量 方法 起 到 澄清 的 作用 ;人们 之 所 以 继续 使 用 
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穷竭 法 ， 并 不 是 因为 理解 了 它 的 意义 ， 而 是 因为 它 所 得 
来 的 结果 总 是 正确 的 。 奇怪 的 是 ， 塔 凯 既 然 发 展 了 圣 文 
森 特 的 格雷 戈 里 的 极限 思想 ， 却 没有 这 样 做 。 例 如 在 他 
1656 年 的 < 算术 的 理论 与 实践 ,中 ,用 几何 级 数 解释 了 阿 
基 里 斯 问题 , 在 另外 -- 段 文字 里 , 他 又 说 , 在 一 个 延续 到 
无 限 且 每 项 按 定 比 而 递减 的 序列 里 , 最 小 项 将 消失 为 零 ， 
从 而 应 用 了 极限 的 准则 。 塔 凯 的 这 部 算术 著作 和 约翰 。 
沃 利 斯 的 < 无 限 算术 >, 差不多 是 同时 间 世 的 , 而 在 沃 利 斯 
的 著作 中 , 我 们 可 以 看 到 , 极限 的 观念 提 得 更 为 有 力 。 在 
回顾 沃 利 斯 的 思想 之 前 ， 多 少 有 必要 化 一 些 篇 幅 先 研究 
一 下 当时 几 个 著名 的 法 国 数学 家 一 一 罗 贝 瓦尔 、 帕 斯 卡 
和 费 尔 马 关于 微 积分 方法 中 有 意义 的 先导 工作 ， 其 中 至 
少 有 一 个 人 一 一 帕斯卡 -一 - 曾 受到 塔 凯 所 给 的 影响 。 
吉尔 . 佩 尔 索 纳 , 德 . 罗 贝 瓦尔 担任 过 皇家 学 院 的 拉 
姆 讲座 。 担 任 这 样 一 职位 的 人 要 在 每 三 年 一 次 的 考试 
中 , 保持 最 优越 的 成 绩 , 考试 的 问题 由 当时 学 术 机 构 负 责 
人 提出 。 由 于 这 一 原因 , 罗 贝 瓦尔 把 他 发 现 的 方法 和 结 
果 加 以 保密 ， 以 免 将 首先 发 现 的 声誉 才 失 给 别人 。 他 讲 
过 , 他 曾 专心 地 研究 “天 才 卓 越 的 阿 基 米 德 ?的 著作 , 经 过 
这 样 的 研究 , 他 自己 解决 了 “卓越 的 , 但 从 未 受到 别人 足 
够 壮 赏 的 无 限 大 学 说 "。 罗 贝 瓦尔 似乎 在 1628 和 1634 
年 之 间 解 决 了 他 的 不 可 分 量 方法 ， 亦 即 在 圣文森特 的 格 
希 戈 里 和 卡 瓦 列 里 发 展 了 他 们 的 方法 不 多 儿 年 之 后 ， 却 
又 在 其 中 任何 一 人 的 著作 发 表 之 前 。 这 些 方法 几乎 同时 
出 现 ， 说 明了 在 十 七 世纪 初期 研究 无 限 小 的 倾向 是 何等 
普遍 。 
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罗 册 瓦 尔 不 承认 除了 阿 基 米 德 外 ， 受 过 其 他 人 的 启 
发 。 然 而 ,很 可 能 他 受到 开 普 勒 的 一 定 影响 。 他 的 著作 
中 有 些 地 方 的 思想 很 象 史 东 汶 和 瓦 雷 里 欧 的 思想 ; 但 是 
我 们 看 不 出 他 对 他 们 表示 明确 的 感谢 。 了 解 一 下 十 七 世 
纪 上 半 纪 ， 史 幕 汶 的 著作 在 多 大 程度 上 在 法 国 被 人 们 所 
知道 ， 是 很 有 趣 的 。 它 和 帕斯卡 和 罗 贝 瓦尔 所 表达 的 某 
些 思想 如 此 相似 , 这 是 很 惊人 的 ; 但 是 以 前 的 科学 家 没有 
对 这 位 布 鲁 日 的 工程 师表 明 过 感谢 ， 后 者 的 著作 曾 多 次 
以 法 兰 德 斯 文 . 拉 耳 文 和 法 文 出 版 。 

罗 员 瓦尔 对 卡 瓦 列 里 的 著作 无 疑 是 熟悉 的 ， 他 曾 针 
对 吹 毛 求 普 的 批评 者 , 为 它 作 过 辩护 ; 但 是 和 这 位 意大利 
人 相 比 ,他 的 不 可 分 量 观点 远 不 是 那么 成 熟 。 他 明白 地 
说 过 , 在 他 的 方法 中 , 没有 真正 地 把 面 当 作 由 线 组 成 , 或 
者 把 体 当 作 由 面 组 成 。 实 际 上 应 把 它们 分 别 当 作 由 细小 
块 的 面 和 由 细小 个 的 体 所 组 成 , 这 些 “无 限 多 的 东西 ” 则 
被 看 做 “好 比 是 不 可 分 量 ?”。 罗 贝 瓦尔 在 他 的 《不 可 分 量 
论 ? 中 , 强调 在 整个 讨论 过 程 中 , 应 该 理解 到 词组 “无 限 个 
点 ” 是 指 构成 整 条 线段 的 无 限 条 微小 线段 , 词组 “无 限 多 
条 线段 ?代表 构成 整个 面 的 无 限 个 微小 的 面 , 如 此 等 等 。 

罗 贝 瓦尔 把 同样 的 观点 归属 于 卡 瓦 列 里 ， 他 说 卡 瓦 
列 里 并 不 真正 以 为 则 面 由 线 组 成 。 关于 这 点 ， 显 然 他 是 
宽大 过 分 了 。 主 要 是 由 于 阿 基 米 德 的 经 典 著作 的 影响 ， 
罗 员 瓦尔 没有 认识 到 : 在 卡 瓦 列 里 的 著作 中 , 如 同 在 伽 利 
略 和 托 里 拆 利 的 著作 中 那样 ， 原 子 论 和 经 院 派 的 传统 冲 
淡 了 作者 的 不 可 分 量 方法 的 思想 和 结果 。 罗 贝 瓦尔 和 阿 
基 米 德 不 同 , 而 有 些 象 圣文森特 的 格雷 戈 里 那样 ,用 无 限 
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大 的 概念 代替 了 穷竭 法 ， 不 过 还 没有 明显 地 形成 极限 的 
概念 。 然而 ， 他 确实 提供 了 在 我 们 的 定 积分 概念 中 可 以 
找到 实质 性 的 要 素 ， 因 为 他 在 把 一 个 图 形 分 割 为 许多 微 
小 部 分 后 ， 让 它们 的 大 小 不 断 减 小 ， 而 在 这 样 做 的 过 程 
中 ,主要 用 的 是 算术 方法 ， 结 果 则 由 无 穷 级 数 的 和 给 出 。 
这 个 方法 和 史 莫 汶 的 方法 相当 类 似 ， 但 是 和 在 卡 瓦 列 里 
著作 中 所 见 到 的 那 种 具有 几何 特征 的 固定 不 可 分 量 ， 大 
不 相 局 。 

on+1 


前 面 说 过 , 卡 瓦 列 里 曾经 发 现 跟 定理 | dz= -2 


当 勾 取 正 整数 时 的 等 价 命题 ， 托 里 拆 利 也 曾 发 现 当 多 取 
有理数 时 = - 工 当 然 除外 ) 的 等 价 命题 。 大 约 在 同时 
期 , 罗 贝 瓦尔 可 能 在 费 尔 马 的 提示 下 , 通过 与 其 一 般 著作 
重点 多 少 有 所 不 同 的 研究 ， 也 得 到 了 这 个 结果 。 卡 瓦 列 
里 与 托 里 拆 利 是 在 与 穷竭 法 和 不 可 分 量 法 有 关 的 纯 几 何 
思考 的 基础 上 进行 工作 的 , 而 法 兰 西 的 数学 三 巨头 , 罗 贝 
瓦尔 、 费 尔 马 与 布 菜 斯 " 帕斯卡 , @ 则 把 他 们 对 阿 基 米 德 
几何 的 兴趣 和 对 数 的 理论 的 热情 结合 了 起 来 ， 以 此 作为 
他 们 工作 的 特色 。 结 果 导 致 了 罗 贝 瓦尔 的 数 与 几何 量 的 
结合 , 这 和 毕 达 哥 拉 斯 派 , 尤其 和 尼 科 玛 克 斯 , 非常 类 似 。 
前 面 已 经 讲 过 ， 罗 贝 瓦尔 把 线段 看 做 由 无 限 多 个 用 点 代 
表 的 小 线段 所 组 成 ， 这 些 点 可 以 和 正 整数 相对 应 。 如 果 
现在 我 们 研究 接连 地 以 全 5 6、… 个 点 或 不 可 分 量 组 成 
的 一 系列 等 历 直 角 三 角形 ， 则 下 列 诸 式 给 出 这 些 三 角形 


包 他 们 中 同时 代 的 法 国 著 名 的 德 沙 格 和 笛 卡 儿 , 在 这 方面 的 精神 有 些 
不 同 。 
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中 这 种 单位 的 总 数 ， 
一 边 4 个 点 的 三 角形 是 
10- 王 92 末 四 
一 逸 5 个 点 的 三 角形 是 
15= 了 (5)2 二 避 加 
一 边 6 个 点 的 三 角形 是 
21- 豆 (6)? 十 豆 (6) 
上 面 每 一 行 中 等 号 右 端的 第 二 项 是 一 条 边 的 一 半 ， 代 表 
三 角形 比 正方 形 的 一 半 的 超出 部 分 。 当 点 数 和 条 数 增加 
时 ， 这 一 项 与 第 一 项 的 比 不 断 减 小 。 由 于 在 一 个 几何 三 
角形 或 正方 形 中 , 线段 的 条 数 是 无 限 多 的 , 这 个 超出 部 分 
即 一 条 线段 的 一 半 可 以 “毋庸 考虑 在 内 ”。 所 以 很 清楚 ， 
三 角形 是 正方 形 的 一 半 。 这 个 论证 明显 地 大 致 与 符号 
人 za -= 全 所 表示 的 意义 等 价 。 
罗 贝 瓦尔 继续 进行 这 种 类 型 的 工作 时 ， 类 似 地 说 明 
了 如 果 这 些 线段 按 正 方形 依次 欠 起 来 ， 这 些微 小 线段 或 
代表 这 些 线段 点 的 总 和 与 底层 的 点 数 和 相 夺 的 次 数 的 乘 
积 所 成 的 比 ， 等 于 棱锥 和 棱柱 之 比 , 即 工 比 38。 例如， 取 
每 边 有 四 个 点 的 四 棱锥 , 则 


12 二 2 十 33 十 妇 =30= 豆 (3 二 豆 八 2 下 四。 


如 果 每 边 有 五 个 点 , 则 
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13 十 22 十 32 十 42 十 52 一 三- 可 (可 + 豆 (5) 2 十 二 下)， 


等 等 。 在 这 些 等 式 中 ， Is 第 二 、 第 三 项 分 
别 是 棱锥 底层 一 边 上 的 点 数 的 立方 的 三 分 之 一 、 平 方 的 
二 分 之 一 .本 身 的 六 分 之 一 。 由 于 在 一 个 几何 立方 体内 ， 
正方 形 的 个 数 是 无 限 的 , 后 面 的 两 项 微不足道 , 所 以 总 和 


是 立方 的 忆 。 同样 ， 立 方 数 的 总 和 是 四 次 笑 的 四 分 之 


一 , 四 次 寡 的 总 和 是 五 次 祖 的 五 分 之 一 , 五 次 笑 的 总 和 是 
六 次 震 的 六 分 之 一 , 等 等 。 换 名 话说 , 罗 贝 瓦尔 用 这 样 的 


方式 指出 了 当 取 正 整 数 时 , | maz= -2 的 等 价 定 


理 。 看 起 来 他 还 没有 象 托 里 拆 利和 费 尔 马 所 做 的 那样 ， 
给 出 一 个 当 双 取 其 它 值 时 的 证 明 。 

罗 员 瓦尔 的 论证 很 象 半 世 纪 之 前 由 史 蒂 汶 给 出 的 
“算术 证 明 ”， 也 有 些 象 罗 贝 瓦尔 著作 发 表 儿 年 之 后 , 沃 利 
斯 的 那些 证 明 。@ 所 有 这 些 , 表示 了 他 们 试图 表达 极限 观 
念 的 努力 。 但 是 罗 贝 瓦尔 在 他 的 著作 中 ， 由 于 采用 了 他 
的 不 可 分 量 观念 ， 有 些 模糊 了 极限 思想 。 他 没有 从 问题 
所 涉及 的 算术 级 数 的 极限 去 引出 结论 ， 却 和 他 的 大 多 数 
同时 代 人 一 样 ， 求助 于 几何 直观 。 他 利用 毕 达 哥 拉 斯 泊 
和 尼 科 玛 克 斯 的 数 与 几何 点 结合 的 观点 , 说 由 于 “ 边 和 立 
方 体 不 能 相 比 ，…… 所 以 加 上 或 者 减 去 一 个 正方 形 是 没 


@ 华 尔 克 (“ 罗 贝 瓦 尔 的 不 可 分 量 论著 的 研究 2, 第 165 页 ) 在 这 方面 没 
有 谈 到 史 蒂 汶 ,错误 地 以 为 罗 贝 瓦尔 的 著作 是 第 一 个 代表 这 种 类 型 。 对 在 
十 七 世纪 第 一 次 出 现 算术 极限 的 观念 的 说 法 ( 同 书 , 第 35 页 )， 自然 是 不 正 
确 的 , 因为 史 蒂 汶 的 极限 算术 著作 已 见于 1586 年 。 
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有 意义 的 "。 象 这 一 类 的 直观 ， 通 过 高 阶 无 限 小 的 略 去 ， 
只 能 导致 菜 布 尼 蒋 的 微分 法 ， 而 不 能 导致 由 牛顿 提出 并 
最 后 获得 成 功 的 极限 方法 。 

罗 贝 殉 尔 在 各 种 求 积 问题 上 ， 成 功 地 应 用 了 这 种 不 
可 分 量 的 准 算术 方法 。 其 中 最 典型 的 是 他 的 抛物 线 求 积 
法 。 他 运用 的 方法 和 托 里 拆 利 所 作 的 二 十 一 个 抛物 线 求 
积 法 中 的 任何 一 个 都 不 大 相同 。 罗 贝 瓦 尔 的 方法 倒 有 些 
象 史 蔓 汶 的 由 不 可 分 量 的 直观 来 充实 的 数字 证 明 。 设 
48=1 46=2 44=3， … (图 17)。 依 据 抛 物 线 定义 ， 


了 
可 知 如 洲 = 18， 对 其 它 分 点 亦 如 此 。 所 以 
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罗 贝 殉 尔 利用 类 似 的 方法 求 得 在 其 它 曲线 之 下 的 面 
积 , 如 高 次 抛物 线 . 双 曲线 . 摆 线 和 正弦 曲线 ; 还 求 得 与 这 
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些 曲 线 有 关 的 各 种 体积 和 重心 。 关于 这 方面 ,他 可 能 在 
托 里 拆 利之 前 已 求 得 无 限 长 立体 的 体积 。 他 也 应 用 过 一 
种 把 一 个 图 形变 为 另 一 图 形 的 巧妙 变换 法 ， 这 个 方法 后 
来 被 称 为 罗 贝 瓦尔 的 曲线 法 ， 它 与 圣文森特 的 格雷 芯 里 
的 平面 在 平面 上 引伸 方法 很 相 象 。 这 种 变换 在 十 七 世纪 
的 几何 学 中 起 过 很 大 的 作用 ， 因 为 那 时 还 缺乏 一 种 处 理 
方程 中 带 有 根 式 的 曲线 的 方便 方法 ;但 是 在 微 积 分 发 展 
之 后 , 这 个 方法 就 失去 意义 , 并 不 受 欢迎 了 。 

罗 员 瓦尔 在 他 的 著作 中 , 表现 了 突出 的 灵活 性 , 应 用 
各 种 无 限 小 元 素 , 例如 三 角形 ,平行 四 边 形 ,平行 六 面体 、 
圆柱 、 同 轴 圆 柱 沉 体 。 所 有 这 些 都 列 含 着 极限 思想 , 但 是 
隐蔽 在 其 不 可 分 量 方法 的 术语 后 面 。 罗 贝 瓦尔 对 不 可 分 
潮 法 的 证 明和 古代 几 何 学 家 的 证 法 采取 调和 沟通 的 态 
度 ， 也 是 他 拖 盖 极限 法 的 表现 。 首先 罗 贝 瓦尔 证 明了 问 
题 中 的 未 知 量 处 于 外 接 和 内 接 图 形 之 间 ， 两 者 面积 之 差 
“ 比 任何 指定 的 已 知 量 都 小 " 。 接 着 他 证 明了 问题 中 的 量 
对 于 外 接 图 形 的 比 小 于 事先 指定 的 比值 ， 而 对 于 内 接 图 
形 的 比 大 于 这 个 比值 。 最 后 他 应 用 一 条 一 般 性 的 引 理 ， 
证 明了 这 个 命题 。 这 条 引 理 是 , “如 果 有 一 个 确定 的 比 
巡 :3 和 两 个 量 4， 刀 又 如 果 在 4 上 加 上 一 个 很 小 的 量 ， 
所 得 的 和 与 妃 之 比 大 于 五 :3 若 从 4 减 去 一 个 很 小 的 
量 ， 所 得 之 差 与 互 之 比 小 于 召 :S， 那么 可 以 断定 两 个 比 
值 4: 刀 与 鼠 :3 相等 >。 这 种 论证 的 形式 和 瓦 雷 里 欧 的 
相应 命题 极其 类 似 ( 他 可 能 熟知 瓦 雷 里 欧 的 著作 ) 。 实 际 
上 ， 它 是 等 价 于 下 述 命题 ， 两 个 变量 的 商 的 极限 等 于 两 
个 变量 的 极限 的 商 。 
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在 罗 贝 瓦尔 的 用 到 不 可 分 量 的 命题 中 ， 可 以 找 出 许 
多 积分 法 的 萌芽 ， 其 中 有 几 个 是 与 代数 函数 和 三 角 函 数 
的 定 积分 求法 等 价 的 。 罗 贝 瓦尔 也 研究 微分 问题 一 一 因 
为 他 所 发 展 的 一 种 切线 方法 和 托 里 拆 利 的 方法 如 此 相 
同 ， 结 果 招 致 了 吕 窃 的 指控 。 他 把 每 一 条 曲线 看 做 是 
一 个 动 点 的 途径 ， 并 且 作 为 公理 而 把 运动 的 方向 看 作为 
切线 的 方向 。 他 将 点 的 运动 看 做 是 两 个 分 运动 的 合成 运 
动 , 通过 寻求 这 些 分 运动 的 合成 运动 而 得 出 切线 。 他 利 
用 下 面 的 事实 求 得 了 抛物 线 的 切线 ， 因 为 抛物 线 是 与 焦 
点 和 准 线 等 距 的 动 点 的 轨迹 ， 所 以 它 可 被 看 作 是 由 一 个 
合成 运动 的 点 所 描 成 ， 而 这 个 合成 运动 的 分 运动 之 一 是 
离开 准 线 的 匀速 平移 运动 ， 另 一 个 分 运动 是 以 同样 速度 
离开 焦点 的 匀速 径 向 运动 。 所 以 应 用 速度 的 平行 四 边 形 
(在 这 个 例子 是 葵 形 ) 就 能 确定 合成 速度 一 一 从 而 在 抛物 
线 上 任何 点 的 切线 一 一 位 于 该 点 的 焦点 半径 和 该 点 到 准 
线 的 垂 线 所 成 的 角 的 平分 线 方向 上 。 知 道 了 这 个 方向 ， 
就 能 画 出 切线 。 这 里 所 谈 的 运动 不 同 于 托 里 拆 利 对 同一 
曲线 所 用 的 运动 ， 但 是 利用 合成 运动 的 基本 思想 实质 上 
是 一 致 的 。 当 然 , 这 个 方法 会 遇 到 下 面 的 困难 , 即 在 找 出 
切线 之 前 , 必须 采用 某 些 方法 找到 运动 的 规律 。 在 和 费 尔 
马 1636 年 的 通信 中 , 罗 贝 瓦尔 似乎 已 另 有 一 种 通过 分 析 
法 的 途径 求 切线 的 方法 ， 并 且 他 说 这 个 方法 是 和 求 积 问 
题 有 关 的 。 这 在 微 积 分 史上 也 许 是 很 有 意义 的 ,但 是 显 
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然 已 经 失传 了 。 

由 于 他 的 《不 可 分 量 论 > 直到 1693 年 才 出 版 , 即 在 微 
积分 本 身 已 经 为 世 所 知 以 后 ， 所 以 要 估计 罗 贝 殉 尔 对 同 
时 代数 学 家 的 影响 程度 ， 是 很 困难 的 。 然而 他 对 年 青 的 
帕斯卡 很 可 能 有 强烈 的 影响 ， 因 为 后 者 的 父亲 ， 世 莫 纳 。 
帕斯卡 是 罗 贝 瓦尔 的 密友 。 

在 某 种 意义 上 , 布 菜 斯 “帕斯卡 代表 了 在 经 典 几 何 的 
传统 下 运用 无 限 小 方法 的 最 高 发 展 水 平 。 作 为 一 个 数学 
家 、 科学 家 和 哲学 家 ， 他 不 是 富有 创造 力 的 天 才 ; 但 是 他 
具有 一 种 非凡 的 训 赋 ， 车 于 澄清 由 别人 多 少 有 些 含糊 地 
提出 的 思想 ,并 且 为 这 些 思想 提供 一 个 合理 的 基础 。 帕 
斯 卡 的 这 种 能 力 ， 在 科学 中 可 由 他 对 流体 静 力 学 原则 作 
出 的 清晰 的 组 织 而 获得 很 好 的 说 明 ; 在 数学 方面 , 人 们 在 
他 的 关于 无 限 小 的 性 质 的 论文 中 , 也 看 到 这 一 点 。 诚 然 ， 
在 这 篇 论文 中 ， 人 们 还 能 觉察 到 他 的 富有 特色 的 神秘 风 
格 。 

帕斯卡 并 不 是 一 个 职业 几何 学 家 ， 所 以 他 的 几何 著 
作 是 分 在 两 个 时 期 内 完成 的 。 他 在 这 两 个 时 期 中 ,有 一 
段 在 数学 上 无 所 活动 的 时 期 (从 1654 年 到 1658 年 ) 。 在 
此 期 间 ， 他 专心 致力 于 神学 。 而 且 这 两 个 时 期 以 对 无 限 
小 的 本 质 持 略 有 不 同 的 观点 作为 它们 的 特点 。 帕 斯 卡 在 
数学 上 具有 特别 浓厚 兴趣 的 是 几何 和 数论 。 在 这 两 个 数 
学 工作 时 期 的 前 一 时 期 末尾 , 数论 更 为 突出 。 就 在 此 时 ， 
他 把 无 限 小 理论 应 用 在 他 的 算术 三 角形 的 研究 工作 上 。 
虽然 这 个 三 角形 通常 称 为 帕斯卡 三 角形 ， 但 二 项 式 系数 
的 规律 , 很 早 以 前 的 施 蒂 费 尔 已 经 知道 了 。 

。156 ， 


在 这 一 点 上 , 他 于 1654 年 的 < 数字 害 大 全 ?中 阐明 了 
关于 的 积分 的 定理 。 这 一 定理 我 们 在 卡 瓦 列 里 、 托 里 
拆 利 和 罗 贝 瓦尔 的 著作 中 已 经 遇 到 过 。 由 斯 卡 关 于 这 一 
定理 指证 明 , 不 是 仅 从 经 典 几 何 命题 导出 的 , 而 是 从 研究 
算术 三 角形 所 表达 的 拟 形 数 导 出 的 ， 这 是 一 种 受到 罗 忠 
瓦尔 启发 的 证 明 形 式 。 但 是 罗 贝 殉 尔 的 证 法 ,当时 在 巴 
黎 好 象 知道 的 人 并 不 多 。 在 一 个 算术 三 角形 中 , 第 一 行 
(或 列 ) 的 数字 可 以 被 看 做 组 成 一 条 线段 的 单位 或 点 。 在 
第 二 行 的 那些 数字 代表 第 一 行 诸 数 字 的 和 ， 所 以 可 看 作 
点 或 单位 的 和 ， 即 线段 。 在 第 三 行 的 那些 数字 又 是 第 二 
行 诸 数字 的 和 , 所 以 可 看 做 庄 线段 的 和 , 即 三 角形 。 类 似 
地 第 四 行 


证 
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的 数字 表示 棱锥 体 。 几何 直观 只 能 到 此 为 止 , 但 是 通过 

类 比 , 可 以 继续 下 去 。 
根据 这 样 的 几何 考虑 和 三 角形 中 的 数值 关系 ， 帕 斯 
卡 立即 进而 研究 指数 取 正 整数 的 乘 纤 的 和 。 他 回想 了 证 
人 用 几何 方法 求 出 平方 与 立方 的 和 的 结果 ， 认 识 到 这 种 
方法 不 可 以 直接 应 用 到 高 次 方 。 帕 斯 卡 发 展 了 一 个 求 和 
的 一 般 算 术 方 法 , 不 仅 对 其 项 为 前 N 个 自然 数 的 整 次 寡 
( 同 次 的 ) 的 情况 适用 , 对 算术 级 数 中 的 任何 整 次 寡 ( 同 次 
的 ) 也 适用 。 帕 斯 卡 是 用 文字 表达 其 结果 的 , 但 可 用 符号 
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形式 把 它 表 为 下 列 方程 ， 
ahCO0d SI 二 aliasd2ST 十 … 十 2H1O0 >(1) 
一 (CNdatl 一 ont+l 一 Nadntl， 


其 中 心 为 级 数 的 第 一 项 , 4 为 公差 ，N 为 项 数 ，?% 为 所 考 
虑 的 乘 医 的 次 数 ，“…"C: 是 柏 斯 卡 三 角形 中 位 于 第 《十 力 
列 、 忆 一 十 2) 行 处 的 数 ， 之 人 是 级 数 各 项 第 了 次 宕 的 
和 。 

正如 帕斯卡 所 说 过 的 ， 熟 识 不 可 分 量 学 说 的 任何 人 
都 很 清楚 , 这 个 结果 可 以 应 用 于 求 曲 边 形 的 面积 。 例 如 ， 
为 了 求 在 曲线 9= 刀 之 下 的 面积 ， 则 所 求 的 面积 应 看 作 
纵 坐 标的 和 ,这些 纵 坐 标 是 依 算术 级 数 第 一 项 为 零 ， 公 
差 为 六 选取 的 横 坐 标的 冯 次 客 ; 在 这 个 情况 下 横 坐标 
将 有 无 穷 多 个 。 而 且 ， 加 上 一 个 点 并 不 会 改变 线段 的 长 
度 , 一 个 面 加 上 一 条 线 , 对 其 面积 也 没有 影响 ; 因为 前 者 
对 后 者 是 一 个 不 可 分 量 。 或 者 从 算术 方面 说 ， 根 数 不 能 
表 为 平方 的 比 , 平方 不 能 表 为 立方 的 比 , 等 等 。 命 最 大 的 
横 坐 标 为 "， 低 阶 的 项 作为 零 而 略 去 , 则 上 面 所 给 的 法 则 
成 为 十] 之 (0 = Of 。 当 然 ， 在 一 般 意 义 下 ， 这 相当 


于 表达 式 | ,za -2 本 。 或 者 译 为 当时 所 常用 的 术语 


三 角 内 的 线段 的 和 是 其 最 长 线段 的 平方 之 半 ; 这 些 线段 
的 平方 的 和 是 立方 的 三 分 之 一 ; 线段 的 立方 的 和 是 “ 平 
方 -平方 ”的 四 分 之 一 , 依 此 类 推 。 

在 帕斯卡 的 证 明 中 , 主要 的 一 点 是 略 去 低 阶 项 。 这 
种 论证 形式 经 常 被 归 之 于 卡 瓦 列 里 ， 但 看 来 是 没有 根据 
的 。 卡 瓦 列 里 的 方法 根据 两 个 图 形 中 不 可 分 量 的 严格 对 
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应 ， 而 没有 不 成 对 的 或 略 去 的 元 素 。 略 去 一 些 项 的 方法 
似乎 是 罗 贝 瓦尔 和 帕斯卡 的 工作 ， 他 们 的 工作 是 通过 不 
可 分 量 跟 算 术 和 数 的 理论 相 结合 来 进行 的 。 在 他 们 的 工 
作 中 , 较 低 阶 不 可 分 量 的 几何 直观 , 被 归结 为 计算 问题 来 
证 明 略 去 某 些 低 阶 项 的 合理 性 。 帕 斯 卡 甚至 将 几何 中 的 
不 可 分 量 和 算术 中 的 零 来 相 比 ， 有 如 欧 拉 将 微 积分 中 的 
微分 作为 仅仅 是 零 而 已 一 样 。 

帕斯卡 的 这 种 量 的 略 去 法 ， 曾 被 认为 是 微分 学 的 基 
本 原理 。 这 实际 是 错误 的 想法 ， 因 为 这 门 学 科 决 不 是 用 
略 去 固定 无 限 小 的 说 法 来 进行 盖 述 的 。 然 而 帕斯卡 的 工 
作 或许 对 莱 布 尼 茨 观点 的 形成 , 产生 极其 强烈 的 影响 , 因 
为 他 的 微 积分 采取 高 阶 的 “ 差 ” 可 以 略 去 的 学 说 作为 基 
础 。 牛顿 亦 偶尔 使 用 这 种 方法 ， 将 加 入 后 对 计算 结果 不 
起 多 大 作用 的 “ 瞬 ” 加 以 略 去 。 将 近 两 个 世纪 以 来 , 数学 
家 试图 证 明 这 种 方法 的 合理 性 ， 但 结果 终于 发 现 分 析 学 
的 基础 不 在 于 此 ， 而 在 于 极限 方法 。 这 种 极限 方法 正 是 
几何 穷竭 法 和 史 蓝 汶 、 塔 凯 . 罗 册 瓦 尔 以 及 其 他 人 对 此 的 
算术 修正 所 指出 的 。 

在 回答 他 同时 代 的 以 为 略 去 无 限 小 量 将 会 违反 常识 
的 那些 人 的 反对 时 ， 帕 斯 卡 求助 于 一 句 他 特别 喜欢 的 
话 一 一 心领神会 。 在 这 种 情况 下 , 所 必需 的 是 “聪明 的 机 
智 ?或 直观 , 而 不 是 “几何 的 机 智 ? 或 逻辑 思维 , 正如 神 的 
恩典 和 物理 的 经 验 不 能 诉 诸 理由 一 样 。 关于 这 方面 几 
何 中 的 疑难 被 比 之 于 基督 教义 上 明显 的 廖 论 ， 而 不 可 分 
量 比 之 儿 何 图 形 , 正如 我 们 的 道义 比 之 上 帝 的 道义 。 

帕斯卡 所 经 常 表示 出 来 的 无 限 小 量 的 神秘 主义 态 
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度 ， 并 不 出 现在 他 的 所 有 著作 中 。 特别 在 他 后 期 的 数学 
活动 中 一 一 那 时 他 的 兴趣 集中 于 摆 线 ， 这 个 曲线 蒙 落 克 
拉 称 为 “争论 的 苹果 ”， 因 为 它 引起 了 这 样 多 关于 优先 权 
的 争执 一 一 他 的 观点 看 来 有 了 改变 。 关 于 他 在 1659 年 
的 《四 分 之 一 圆 的 正弦 论 ? 中 提出 那 类 问题 ， 他 象 阿 基 米 
德 用 力学 方法 所 做 的 那样 ， 使 元 素 间 保持 平衡 。 他 说 到 
所 有 纵 坐 标的 和 时 ， 用 无 限 小 量 说 法 ; 但 他 接着 说 人 
们 不 必 害 怕 这 样 做 ， 因 为 它 实 际 上 指 的 是 任意 小 矩形 的 
和 。 在 他 后 来 的 数值 证 明 中 ， 帕 斯 卡 亦 寻求 避免 以 略 去 
无 限 小 量 为 根据 的 论证 。 亚 里 士 多 德 的 观点 ， 在 数 的 领 
域内 否认 无 限 小 量 的 存在 ， 而 承认 有 潜在 的 无 限 大 。 由 
斯 卡 则 相反 ， 在 其 《几何 的 机 智 》 中 认为 在 数 的 领域 中 ， 
无 限 大 和 无 限 小 是 相辅相成 的 。 对 应 于 每 一 个 大 的 数 ， 


如 100, 000， 存在 一 个 小 的 数 , 即 倒数 了 on nr， 因此 无 


限 大 的 存在 ,蕴含 着 无 限 小 的 存在 。 他 认为 数 同样 地 受 
到 两 个 无 限 一 一 无 限 大 和 无 限 小 一 一 的 制约 ， 正 如 在 几 
何 中 未 加 定义 的 基本 概念 , 如 时 间 、 运动 和 空间 的 情况 一 
样 。 离散 量 和 连续 量 之 间 的 差别 ， 并 不 象 亚 里 士 多 德 所 
认为 的 那样 大 , 实际 上 随 着 几何 中 解析 方法 的 普遍 应 用 ， 
这 种 差别 已 趋 消失 。 

帕斯卡 对 无 穷 小 的 观点 从 模糊 到 清楚 的 转变 ， 可 能 
是 由 于 和 罗 贝 瓦尔 的 友谊 的 结果 , 后 者 曾经 说 过 , 卡 瓦 列 
里 并 没有 真 的 把 不 可 分 量 看 作为 线段 。 这 种 改变 同样 也 
可 能 是 由 斯 卡 读 了 塔 凯 * 柱 形 和 环形 > 一 书 的 结果 。 在 这 
本 书 中 ， 作 者 否认 从 面 的 不 可 分 量 或 线段 之 比 引出 关于 
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面 之 比 的 任何 结论 的 正确 性 。 塔 凯特 别 强调 和 否认 一 个 图 
形 可 以 视 为 由 异型 体 或 较 低 维 的 元 素 所 组 成 。 在 同型 体 
问题 上 , 帕斯卡 一 般 是 同意 塔 凯 的 看 法 的 , 但 柏 斯 卡 对 从 
、 有 限 过 渡 到 无 限 的 观点 与 他 不 同 。 塔 凯 倾 向 于 圣文森特 
的 格雷 苞 里 的 极限 观点 , 但 他 为 了 避免 困难 , 还 是 用 穷竭 
法 使 问题 明白 化 。 
另 一 方面 ， 帕 斯 卡 将 无 限 大 与 无 限 小 祝 为 神秘 的 东 
西 一 一 大 自然 把 它们 提供 给 人 , 不 是 为 了 去 理解 它们 , 而 
是 为 了 去 赞赏 它们 。 此 外 , 塔 凯 和 史 蒂 汶 与 罗 贝 瓦尔 一 
样 ， 曾 应 用 无 穷 级 数 的 极限 。 然而 帕斯卡 的 工作 是 结合 
比较 陈旧 的 数 的 理论 与 古典 的 几何 学 而 进行 的 ， 他 认为 
他 的 方法 是 这 两 方面 内 容 的 精心 杰作 。 他 并 不 采取 费 尔 
马 和 笛 卡 儿 较 新 的 解析 方法 ， 而 代 之 以 类 似 于 圣文森特 
的 格雷 艾 里 和 罗 贝 瓦尔 的 极其 熟练 的 几何 变换 方法 。 通 
过 这 些 ， 他 把 数 的 理论 中 的 拟 形 数 的 和 与 连续 量 的 综合 
几何 问题 联系 起 来 , 并 领先 给 出 积分 学 的 许多 结果 , 包含 
相当 于 分 部 积分 法 的 方法 。 他 低估 了 代数 与 解析 几何 观 
点 的 价值 ， 可 能 使 他 不 仅 不 能 定义 出 积分 学 中 核心 的 统 
一 的 概念 一 一 和 的 极限 概念 ， 也 不 能 认识 求 面积 问题 和 
求 切线 问题 的 互 道 性 质 。 
现在 所 谓 微分 三 角形 的 观念 与 图 形 ， 在 帕斯卡 时 代 
以 前 兽 有 几 次 出 现 过 ， 甚 至 早 在 1624 年 施 奈 尔 在 他 的 
《荷兰 阿 耳 哥 船 领 港 人 >”(Tiphys Batavus) 一 书 中 ， 曾 考 
虑 过 一 个 由 经 线 、 纬 线 和 斜 驶 线 所 围 成 的 小 球面 , 它 相当 
于 一 个 平面 直角 三 角形 。 在 十 七 世纪 中 叶 的 几何 著作 
中 , 可 以 找到 许多 类 似 于 微分 三 角形 的 图 形 , 诸如 托 里 拆 
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利 的 * 关 于 双 曲 线 的 无 限 性 ?和 罗 贝 瓦尔 的 《不 可 分 量 论 > 
中 , 都 有 所 见 。 这 些 著 作 , 帕斯卡 可 能 很 熟悉 的 。 然 而 在 
所 有 这 些 著 作 中 ， 三 角形 两 边 的 商 对 于 决定 切线 的 重要 
性 , 似乎 都 被 忽视 了 。 由 斯 卡 更 是 如 此 。 关 于 他 1659 年 
的 《四 分 之 一 圆 的 正弦 论 ? 中 有 一 个 图 形 〈 兄 图 19)， 他 说 
471 比 太 等 于 械 比 BR 或 三 , 当 区 间 很 小 时 ， 则 弧 
可 以 代替 切线 。 帕 斯 卡 用 这 个 引 理 去 求 一 段 曲 线 的 正弦 
〈 纵 坐标 ) 的 和 ， 即 在 这 段 曲 线 之 下 的 面积 。 如 果 帕 斯 卡 
在 这 一 点 上 更 寄 兴 趣 于 算术 的 考虑 和 切线 问题 ， 他 可 能 
会 在 他 人 之 前 得 到 高 的 极限 的 重要 概念 ， 并 发 现 这 个 概 
念 对 求 切 线 与 求 面 积 的 意义 。 假如 他 这 样 做 ， 他 将 早 牛 
顿 约 七 年 , 以 及 早 莱 布 尼 茨 约 十 四 年 , 击 中 了 微 积分 的 要 
害 。 我 们 将 要 看 到 ,， 莱 布 尼 茨 后 来 就 是 应 用 了 这 个 图 形 
建立 起 他 的 无 限 小 量 微 积 分 的 。 他 在 1703 年 致 集 姆 斯 。 
贝 努 里 的 信 中 说 ， 有 时 帕斯卡 似乎 被 蒙 住 了 眼睛 。 这 种 
明显 的 缺乏 想象 , 很 可 能 是 偏爱 古典 内 容 的 结果 , 它 以 后 
亦 阻 止 了 科学 家 惠 更 斯 去 充分 地 应 用 新 的 方法 。 


甩 


k 玉 了 已 人 4 
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皮 埃 尔 , 费 尔 马 是 帕斯卡 的 朋友 , 也 许 是 这 个 世纪 最 
大 的 法 国 数学 家 。 他 具有 卓越 的 才学 ， 并 对 希腊 和 拉 
语言 有 热烈 的 兴趣 。 这 使 他 得 以 精心 钻研 那些 古典 的 数 
学 著作 , 如 阿 基 米 德 ,阿波 罗 尼 和 丢 番 都 的 作品 。 这 三 人 
中 的 第 一 个 ， 在 近 两 个 世纪 的 时 间 内 ， 产 生 了 十 分 强烈 
的 影响 , 但 在 维 埃 特 和 费 尔 马 的 著作 中 , 可 以 看 出 他 们 车 
时 亦 受到 其 余 两 人 以 及 阿拉 伯 和 意大利 代数 的 发 展 的 影 
响 。 维 埃 特 理解 到 将 几何 问题 化 为 代数 方程 所 带 来 的 方 
便 。 只 要 有 可 能 ， 他 就 采取 这 个 方法 。 维 埃 特 的 方程 显 
示 出 起 源 于 几何 的 特点 。 因 为 这 些 方程 他 总 是 细心 地 归 
结 成 齐 次 的 ; 但 他 的 工作 从 某 种 意义 上 来 说 , 却 是 希腊 观 
点 的 颠倒 , 按照 这 种 观点 , 代数 方程 是 化 为 几何 的 作 图 法 
来 求解 的 。 
费 尔 马 熟识 维 埃 特 的 方法 ， 并 将 它们 发 展 成 为 解析 
拖 何 , 这 约 在 笛 卡 儿 淮 备 1637 年 问世 的 著名 x 几 何 学 ?的 
时 候 。 费 尔 马 和 稍 卡 儿 的 工作 比 之 于 维 埃 特 几何 问题 代 
数 解法 或 奥 雷 姆 的 变量 图 解 表示 法 ， 更 前 进 了 一 步 ; 因 
为 它 将 每 条 曲线 和 一 个 方程 相 联 系 ， 这 个 方程 包含 了 曲 
线 的 所 有 性 质 。 费 尔 马 称 这 个 方程 为 这 个 曲线 的 “特有 
性 质 *。 这 个 认识 成 了 解析 几何 的 基本 发 现 。 虽然 费 尔 
马 的 著作 比 稍 卡 玫 的 出 版 为 迟 ， 但 他 在 对 无 限 小 分 析 问 
题 应 用 新 的 观点 上 , 远 远 胜 过 他 的 对 手 , 这 种 无 限 小 分 析 
曾 在 开 普 勒 和 卡 瓦 列 里 的 著作 中 加 以 普及 。 
我 们 到 此 为 止 所 考虑 的 这 些微 积分 的 萌芽 方法 ， 都 
是 和 几何 相 联系 的 。 有 时 虽 采 用 无 穷 级 数 ， 但 也 是 从 问 
题 的 几何 表示 法 而 导出 的 。 无 限 小 的 线段 、 面 和 立体 都 
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曾 用 过 , 但 没有 用 到 无 限 小 的 数 。 亚 里 士 多 德 曾 否认 在 
算术 中 的 无 限 小 ， 其 明显 的 理由 是 ， 数 既然 是 单位 的 组 
合 , 那 就 没有 一 个 数 能 比 一 为 小 。 由 于 十 六 与 十 七 世纪 
的 代数 和 解析 几何 所 产生 的 结果 , 这 种 看 法 改变 了 , 正如 
我 们 已 看 到 的 帕斯卡 的 情况 。 按照 今天 的 观点 ， 一 个 方 
程 中 的 符号 一 般 都 代表 连续 变量 ， 然 而 对 费 尔 马 和 笛 卡 
儿 来 说 , 这 些 符号 是 代表 能 与 线段 相 联 系 的 未 定常 数 的 ， 
这 里 默认 的 假设 是 每 个 线段 对 应 于 某 一 个 数 。 在 无 限 小 
常量 或 数 的 观念 中 , 并 没有 跟 这 样 一 个 观点 矛盾 之 处 , 因 
为 它们 总 是 对 应 于 正在 被 成 功 地 应 用 着 的 某 些 几何 无 限 
小 量 。 这 些 数值 无 限 小 量 最 初 是 在 费 尔 马 所 考虑 的 一 些 
有 趣 的 问题 中 产生 的 。 
帕 普 斯 曾经 说 过 ,，“ 极 小 是 奇特 性 质 .” 费 尔 马 受 这 
名 话 启发 。 如 他 在 1648 年 的 一 封 信 中 所 解释 的 , 详 述 了 
这 样 的 事实 , 在 一 个 一 般 有 两 个 解 的 问题 中 , 极 大 或 极 小 
仅 有 一 个 解 。 例 如 , 若 将 长 为 & 的 线段 用 一 点 已 分 为 两 
部 分 z 和 az 一 般 刀 有 两 个 位 置 ， 使 > 和 wz 所 成 
的 矩形 的 面积 等 于 所 给 的 量 4， 但 对 于 极 大 的 面 积 ， 就 
只 有 一 个 位 置 , 即 中 点 。 
从 这 个 事实 , 费 尔 马 得 出 了 求 极 大 、 极 小 值 的 十 分 巧 
妙 和 富有 成 效 的 公式 。 他 的 方法 首先 出 现在 1638 年 的 
一 篇 文章 中 ; 但 费 尔 马 说 , 他 早 在 八 年 或 十 年 以 前 已 发 现 
这 一 方法 .@ 关于 这 个 问题 的 论证 , 叙述 如 下 , 给 定 一 长 
@ 见 维 莱 脱 纳 :“ 求 极 值 的 费 尔 马 方法 的 注 记 ”。 费 尔 马 在 1636 年 写 


信 给 罗 贝 瓦 尔 说 , 他 于 1629 年 已 掌握 了 他 的 极 大 极 小 方法 。 见 保 尔 ' 塔 纳 
利 的 “关于 费 尔 马 原理 的 发 现 日 期 ” 亦 见 亨利 的 “关于 费 尔 马 手稿 的 研究 ” 
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为 & 的 线段 ， 从 一 端 量 出 距离 2 则 在 线段 和 wz 所 
成 的 面积 将 为 4=z(- 仿 。 如 果 量 出 距离 z+ 刀 以 代 夫 
2 则 面积 将 为 4= (z+ 肋 -zx 一 瑟 。 对 最 大 的 面积 ， 
根据 帕 普 斯 的 观察 , 这 两 个 值 应 相同 , 即 > 和 z+ 妞 相 重 
合 。 因 此 , 令 4 的 两 个 值 相等 ， 并 令 召 为 零 , 结果 得 到 


久 
2 一 可 。 

费 尔 马 这 里 所 采用 的 几乎 是 现在 微分 学 中 所 用 的 方 
法 , 只 是 以 符号 召 代替 了 4x (或 有 时 用 办 。 在 他 的 著作 
中 ， 可 能 是 第 一 次 出 现 了 今天 借以 解决 那 一 类 问题 的 基 
本 思想 , 即将 变量 稍 加 改变 , 然后 令 改 变量 为 零 。 然 而 费 
尔 马 采用 这 种 方法 的 理由 ， 远 远 不 如 我 们 今天 所 表达 的 
那么 清楚 。 近 代 分 析 学 采用 极限 概念 , 令 改变 量 4z 趋 近 
于 零 。 费 尔 马 对 这 个 运算 的 解释 ， 似 乎 以 为 妃 是 在 确实 
为 零 的 意义 上 消逝 的 。 由 于 这 样 的 原因 ， 正 如 以 后 一 个 

“世纪 贝克 某所 说 的 ， 很 难看 出 他 有 什么 理由 先 取 位 置 z 
和 2 十 五 为 不 同 , 然后 又 说 要 它们 重合 。 费 尔 马 的 论证 常 
被 按照 极限 的 概念 来 解释 , 其 中 如 被 看 作为 趋 近 于 零 的 
变量 。 然 而 费 尔 马 未 见 得 有 这 样 的 想法 。 实际 上 ， 函 数 
的 概念 以 及 用 符号 表示 变量 的 观念 ， 人 
家 的 著作 中 , 都 未 见 加 以 讨论 。 

费 尔 马 在 回答 对 他 的 方法 的 批评 时 , 说 明 一 番 理 由 ， 
似乎 将 他 的 方法 跟 奥 雷 姆 和 开 普 勒 对 在 极 大 点 的 改变 量 
的 论述 联系 了 起 来 .@ 他 以 为 所 以 可 以 令 4 的 两 个 值 相 


中 然而 保 尔 " 塔 纳 利 认为 费 尔 马 没 有 从 开 普 勒 那 里 获得 东西 ,他 对 开 
普 勒 的 著作 可 能 没有 读 过 。 见 他 关于 维 凡 蒂 < 无 限 小 概念 ?的 评论 。 
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等 ， 是 因为 在 极 大 点 处 它们 虽然 不 是 真正 相等 ， 但 是 必 
须 相 等 。 他 因此 得 出 了 准 等 式 ， 即 当 令 吾 为 零 时 ， 它 成 
为 等 式 。 由 此 , 很 明显 他 考虑 的 是 方程 和 无 限 小 , 而 不 是 
函数 和 极限 概念 。 不 管 如 何 , 这 个 方法 想 得 非 常 好 , 使 它 
立刻 为 数学 家 们 所 接受 。 结果 , 无 限 小 不 加 鉴别 地 被 引 
进 分 析 学 , 牢固 地 占有 这 门 学 科 的 基础 地 位 ; 直至 两 个 世 
纪 以 后 , 才 让 位 于 严格 定义 的 导数 概念 , 成 为 微 积 分 的 基 
本 概念 。 即 使 在 现在 , 这 门 学 科 一 般 还 称 为 “无 限 小 微 积 
分 ”尽管 无 限 小 对 这 门 学 科 的 运算 的 便利 增添 了 极 大 的 
实用 价值 , 但 在 逻辑 上 已 属 次 要 , 甚至 不 必要 的 了 。 

费 尔 马 由 于 其 方法 的 成 功 , 在 1636 年 左右 将 它 应 用 
于 求 曲 线 的 切线 。 他 的 作法 是 : 设 曲线 是 一 条 抛物 线 (图 
] 雹 )， 于 是 由 曲线 的 “特有 性质， 很 明显 ， 如 令 09= 


由-8 和 QQ -为 将 有 万 >- 二 5。 托 里 拆 利 


在 他 关于 抛物 线 的 切线 的 著作 中 ， 经 常 有 这 种 不 等 式 。 
然而 托 里 拆 利用 了 归 廖 法 的 论证 ， 而 费 尔 马 富 有 特色 的 
方法 更 为 类 似 于 求 极限 值 方法 。 因 为 , 当 刀 的 值 很 小 时 ， 
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把 点 媚 看 作为 在 曲线 上 或 在 切线 上 ， 实 际 上 是 一 样 的 ， 
于 是 如 同 求 极 大 值 方法 的 情况 一 样 ， 这 个 不 等 式 成 为 准 
等 式 。 令 五 为 零 , 则 这 个 准 等 式 变 成 真正 等 式 ， 而 得 出 
所 需要 的 结果 w=20。 

费 尔 马 相信 和 他 的 求 切线 方法 是 他 的 求 极 大 值 方法 的 
一 个 应 用 , 但 他 不 能 解释 他 取 为 极 大 的 值 是 什么 量 。 笛 
卡 儿 自然 地 假定 这 个 量 是 从 由 线 到 抛物 线 轴 上 一 定点 O 
的 线段 的 长 度 。 然 而 当 他 依照 这 个 假设 用 费 尔 马 的 方法 
去 求 时 ， 所 得 的 结果 和 费 尔 马 自然 不 同 。 稍 卡 儿 实际 所 
求 得 的 是 这 条 曲线 的 法 线 ， 即 轴 上 一 点 到 曲线 的 最 短 距 
离 . 这 应 该 是 用 这 个 方法 求 极 大 值 或 极 小 值 的 最 好 实例 ， 
但 由 于 费 尔 马 没 有 给 出 一 个 区 别 极 大 值 . 极 小 值 的 法 则 ， 
无 论 他 或 笛 卡 儿 都 没有 能 认识 到 这 一 点 。 笛 卡 儿 仅仅 得 
出 结论 说 , 虽然 费 尔 马 得 到 的 结果 是 正确 的 , 其 方法 并 不 
能 善 遍 应 用 。 

或 者 由 于 策 卡 儿 不 必要 的 严厉 批评 与 傲慢 的 态度 ， 
费 尔 马 以 后 修改 了 他 对 求 切 线 方法 的 解释 。 他 不 采取 用 
极 大 值 来 作 解 释 的 方法 , 而 是 说 点 媚 取 在 曲线 上 和 取 在 
切线 上 并 无 不 同 。 于 是 作成 准 等 式 以 后 , 令 量 允 为 零 , 得 
到 所 求 的 结果 。 这 个 方法 完全 堪 与 今天 微 积 分 中 所 用 的 
相 比 拟 , 它 在 理论 上 的 正确 性 是 用 极限 来 证 明 的 ; 但 费 尔 
马 的 解释 却 和 见于 莱 布 尼 获 著 作 中 的 略 去 无 限 小 的 说 法 
相 类 似 。 这 个 方法 对 于 约 在 二 百年 以 后 由 卡 诺 所 提出 完 
全 与 不 完全 方程 学 说 ， 也 是 一 个 显著 的 启示 。 卡 诺 的 这 
一 学 说 是 企图 调和 当时 流行 的 关于 微 积 分 的 相反 观点 
的 。 
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费 尔 马 类 似 地 考虑 求 抛物 体 截 段 重 心 的 问题 。 他 的 
这 些 考 虑 又 被 误解 为 是 采用 极 大 值 、 极 小 值 方法 。 他 设 
截 段 的 重心 CO 和 顶点 的 距离 为 g 单位 。 将 截 段 的 高 度 刀 
减 小 豆 则 重心 的 位 置 改变 。 费 尔 马 由 一 系列 的 引 理 ， 
知道 两 个 截 段 的 重心 的 距离 与 高 度 成 正比 ， 而 两 截 段 体 
积 与 其 高 度 平 方 成 比例 。 通 过 对 O 取 瞬 ， 他 能 用 这 些 事 
实 列 出 包 食 &. 友和 的 准 等 式 。 根 据 他 的 一 般 原理 , 他 


令 忆 为 零 而 得 到 结果 &= 号 刀 


求 抛物 体 截 段 的 重心 没有 得 出 新 的 结果 。 时 在 一 千 
九 百 年 以 前 , 阿 基 米 德 在 他 的 《方法 篇 ?中 , 已 经 算得 这 个 
结果 。 康 曼 第 努 和 麦 洛 里 克 斯 在 一 个 世纪 以 前 才 重 新 发 
现 。 然而 费 尔 马 的 这 个 工作 在 微 积 分 史上 的 重要 性 ,在 
于 它 第 一 次 采用 相当 于 今天 微分 中 的 方法 ， 而 不 是 以 类 
似 于 积分 学 中 求 和 的 方法 ， 求 出 了 重心 。 一 个 通常 是 从 
求 和 的 方法 得 出 的 结果 , 竞 能 用 这 种 极 大 、 极 小 值 方法 而 
得 到 , 这 使 费 尔 马 的 朋友 罗 贝 瓦尔 感到 人 惊奇。 当然 , 积分 
方法 隐 含 于 费 尔 马 所 用 方法 的 一 些 引 理 之 中 ， 而 极 大 值 
方法 仅仅 起 了 多 少 有 点 间接 地 决定 其 中 比例 常数 的 值 的 
作用 。 这 个 定理 可 能 使 费 尔 马 认识 到 求 和 与 切线 问题 的 
互 道 性 质 的 意义 。 但 他 在 发 展 求 面积 与 求 切线 的 卓越 方 
法 的 同时 , 居然 没有 注意 到 这 一 点 , 真是 很 奇怪 的 。 


和 表达 式 | xdz- -对 等 价 的 命题 ， 已 以 各 种 形 


式 见于 卡 瓦 列 里 、 托 里 拆 利 . 罗 贝 瓦尔 和 四 斯 卡 等 人 的 著 
作 。 费 尔 马 亦 给 出 了 这 个 法 则 的 几 种 证 明 。 事实 上 ， 在 
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这 方面 的 工作 , 他 比 起 其 他 人 来 是 领先 的 , 其 中 有 一 种 显 
然 是 和 前 人 的 证 明 不 同 的 .9 在 他 1636 年 左右 的 早期 
研究 中 , 他 似乎 已 经 应 用 不 等 式 
J 押 十 2 十 3m 十 …… 十 7 
Ima+I 
7 十 开 
来 证 明 结论 对 一 切 正 整数 ”成 立 。 这 是 阿 基 米 德 不 等 式 
的 推广 , 亦 为 罗 喉 瓦 尔 所 熟知 。 费 尔 马 可 能 亦 曾 和 帕斯卡 
相仿 地 根据 拟 形 数 的 构成 情况 , 给 出 一 个 证 明 。 不 过 , 在 
1644 年 前 , 他 已 发 现 关 于 分 数 害 的 “抛物 线 ” ar" = nz 
的 求 面积 ,体积 及 其 重心 的 方法 , 这 种 曲线 似乎 是 他 第 一 
个 提出 的 , 但 亦 被 卡 瓦 列 里 、 托 里 拆 利 、 罗 贝 下 尔 和 帕 斯 
卡 研 究 过 。 所 以 , 费 尔 马 可 能 早 在 那个 时 候 , 也 已 得 出 这 
个 定理 在 有 理 分 数 宕 情况 下 的 一 般 证 明 ， 虽 然 这 个 定理 
的 最 后 形式 到 1657 年 才 被 作出 。 
在 这 方面 ， 费 尔 马 的 方法 是 圣文森特 的 格雷 戈 里 在 
其 《几何 篇 ?中 一 个 方法 的 推广 ， 虽 然 费 尔 马 可 能 不 知道 
这 本 著作 ， 因 为 他 在 叙述 这 个 方法 时 ， 只 谈 到 阿 基 米 德 。 
格雷 戈 里 曾 证 明 , 如 果 沿 一 等 轴 双 曲线 的 水 平 渐 近 线 , 作 
出 与 其 中 心 的 距离 成 连 比 例 的 点 ， 在 这 些 点 上 作出 双 曲 
线 的 纵 坐 标 ， 则 这 些 纵 坐 标的 面积 都 相等 。 费 尔 马 修正 
了 这 个 方法 , 使 其 能 应 用 于 一 般 的 分 数 双 曲线 和 抛物 线 。 
例如 求 在 y= 之 下 从 0 到 z 之 间 一 段 的 面积 时 , @ 他 
。。 @ 关于 积分 这 个 方法 的 一 个 唱 越 探 讨 ， 见 措 伊 及 : 《关于 数学 史 的 注 
记 >，1895 年 ,第 37 一 80 页 。 


国 这 里 对 费 尔 马 的 记号 曾 稍 作 修改 , 使 其 意义 更 为 明白 。 竟 尔 马 的 方 
程 保存 维 埃 特 所 得 的 齐 次 性 。 
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在 轴 上 取 横 坐标 为 zex, etz, … 的 点 ， 这 里 e<1 (图 
20) 。 然 后 在 这 些 点 上 作 纵 坐 标 ， 则 相 邻 纵 坐 标 间 的 拖 
形 的 面积 将 成 为 无 穷 几 何 级 数 。 因 为 圣文森特 的 格雷 苹 
里 和 塔 凯 早已 求 出 了 这 些 级 数 的 和 ， 所 以 费 尔 马 求 得 抵 


形 的 和 为 =“【《 一 二 红 ) 为 了 求 出 在 这 种 昌 线 下 的 面 
一 


积 , 不 仅 要 有 无 限 多 个 那 种 撼 形 , 而 且 每 个 拖 形 的 面积 必 
须 为 无 限 小 。 这 可 令 e= 工 而 得 。 在 这 样 做 之 前 , 费 尔 马 
为 了 求 出 不 定型 的 值 , 先 作 变换 = 屯 ， 于 是 和 式 变 为 
,2 _ 工 ) 
了 工 二 环 
一 瑟 (1+ 克 二 玖 十 … 十 大 妆 
代 二 两 (于 束 T 玉 十 十 琅 。 


当 。 趋 近 于 工时 ， 刀 也 趋 近 于 1， 从 而 和 为 双 -此 即 
在 这 种 曲线 之 下 的 面积 。 由 取 > 了 费 尔 马 亦 用 同样 方 
法 于 分 数 双 曲 线 ， 求 出 在 这 种 曲线 之 下 从 模 坐标 到 无 限 
的 面积 。 
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在 这 些 求 面 积 过 程 中 ， 我 们 看 到 了 定 积 分 中 大 部 分 
的 主要 方面 , 即将 在 昌 线 下 的 面积 分 割 为 小 的 面积 元 素 ， 
利用 抢 形 各 腥 线 的 解析 方程 , 求 出 这 些 和 的 近似 值 , 以 及 
最 后 费 尔 马 在 元 素 个 数 无 限 增加 而 每 个 元 素 的 面积 成 为 
无 限 小 时 , 设法 表达 成 相当 于 我 们 所 谓 和 式 极限 的 方式 。 
我 们 几乎 可 以 说 ， 费 尔 马 认 识 到 了 除了 积分 本 身 以 外 的 
所 有 这 些 方 面 ; 也 就 是 说 , 他 没有 认识 到 所 进行 的 运算 本 
身 的 重要 意义 。 对 他 来 说 ， 这 个 运算 正如 所 有 他 的 前 人 
已 做 过 的 一 样 ,只 是 求 面积 的 问题 , 亦 即 回答 一 个 具体 的 
几何 问题 。 只 有 和 牛顿 和 莱 布 尼 蒋 ， 把 用 无 限 小 量 来 考虑 
问题 的 过 程 ， 认为 是 不 依赖 于 任何 几何 的 或 物理 的 考虑 
的 有 结构 性 的 运算 , 并 予以 特别 的 名 称 。 

诸如 费 尔 马 的 在 抛物 线 与 双 曲线 之 下 的 这 类 曲 边 图 
形 的 面积 , 可 以 等 于 古代 已 知 的 由 直 边 所 围 图 形 的 面积 。 
然而 有 很 长 一 个 时 期 ， 井 线 的 长 被 认为 不 能 确实 等 于 直 
线 的 长 ， 而 费 尔 马 和 他 同时 的 许多 人 , 亦 具 同样 的 观点 。 
在 这 一 点 上 ， 斯 卢 斯 和 帕斯卡 对 大 自然 不 允许 曲线 等 于 
直线 的 规定 , 表示 了 拷 美 。 然 而 圣文森特 的 格雷 艾 里 . 托 
里 拆 利 、 罗 贝 瓦 尔 和 帕斯卡 利用 无 限 小 量 和 运动 学 的 方 
法 ， 比 较 了 螺旋 线 和 抛物 线 的 弧 长 。 接 着 , 在 1660 年 前 
不 久 ， 突 然 出 现 了 一 些 曲 线 求 长 的 方法 。 提出 这 些 方 法 
的 有 威 康 " 尼 尔 . 克里斯托弗 尔 " 雷 恩 . 海 因 里 希 * 范 . 霍 雷 
特 、 约 翰 . 沃 利 斯 和 其 他 一 些 人 。 
。” @ 西蒙 表示 过 于 热情 地 谈 到 这 个 工作 (< 关于 微 积分 的 历史 与 哲学 
第 119 页 ),“ 费 尔 马 已 经 党 握 了 计算 | 人 ar, 和 以 后 黎 曼 求 积 分 的 相似 方法 。 
这 里 是 极限 过 程 ， 这 里 是 值 了 的 待定 ,这 里 是 连续 性 原理 的 完全 认识 
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这 些 方 法 一 般 是 根据 用 多 边 形 去 逼近 曲线 ， 然 后 应 
用 无 限 小 量 或 极 眼 来 处 理 的 。 费 尔 马 得 知 这 些 方法 以 
后 , 自己 搞 了 一 个 求 半 立方 抛物 线 长 度 的 方法 。 他 的 这 
一 做 法 是 他 的 一 般 方法 的 典型 ， 并 很 好 地 表示 出 他 的 工 
作 中 各 方面 的 内 在 联系 。 对 曲线 上 横 坐 标 O04= a、 纵 坐 
标 PO=2 的 任 一 点 ， 次 切线 7@g= 。 可 以 用 他 的 切线 方 


法 求 得 为 “= 子 (图 20) 。 于 是 在 离 纵 坐 标 P@ 距离 刀 
处 取 切 线 的 纵 胡 标 已， 则 线段 PP' 可 以 用 和 殖 来 表 
达 。 对 曲线 妈 ?= 必 来 说 , 有 PP' = 书 V 8 +1。 当 奋 很 


小 时 , 瑟 可 以 看 作 不 但 在 切线 上 , 而 且 也 在 曲线 上 , 所 以 
曲线 的 长 度 可 以 视 为 2 的 线段 的 和 。 而 这 些 线段 的 和 


又 可 以 作为 在 抛物 线 旬 = 各 -十 1 之 下 的 面积 。 由 于 这 个 
面积 已 能 求 出 ， es 


直 172 


奇怪 的 是 , 费 尔 马 用 他 的 极 大 极 小 值 方法 来 求 重心 ， 
他 将 与 切线 有 关 的 曲线 求 长 问题 化 为 一 个 求 面 积 的 问 
题 , 他 从 几何 和 解析 的 角度 在 那样 广泛 的 各 种 问题 上 , 应 
用 了 无 限 小 量 , 竟然 会 象 由 斯 卡 一 样 , 没有 看 到 这 两 类 问 
题 之 闻 的 基本 联系 。 由 于 他 们 两 人 看 不 到 这 一 点 ， 对 今 
天 我 们 要 应 用 分 部 积分 法 的 问题 ， 他 们 就 只 能 求助 于 巧 
妙 的 几何 变换 。 费 尔 马 在 这 些 问 题 中 用 过 一 些 示 图 。 这 
些 示 图 和 帕斯卡 所 用 的 , 非常 相 象 , 这 就 是 后 来 革 布 尼 茨 
感到 对 他 的 微分 三 角形 深 有 启发 的 那 张 图 可 是 费 尔 马 
还 没有 党 察 到 它们 的 深远 意义 。 只 要 费 尔 马 能 对 他 的 抛 
物 线 和 双 曲 线 求 切线 和 求 面积 的 结果 更 仔细 地 考察 一 
下 , 他 是 可 能 会 发 现 微 积分 的 基本 定理 , 并 如 他 有 时 被 不 
恰当 地 称呼 的 那样 , 成 为 “ 微 积 分 的 真正 的 发 明 者 ?。 

费 尔 马 当然 在 某 种 意义 下 理解 到 这 两 类 问题 有 一 个 
互 道 关 系 。 他 之 所 以 没有 作 进 一 步 的 考虑 ， 可 能 是 由 于 
他 以 为 他 的 工作 只 是 求 几 何 问题 的 解 ， 而 不 是 代表 一 种 
本 身 就 很 有 意义 的 推理 过 程 。 他 的 极 大 、 极 小 值 方法 , 切 
线 方法 以 及 求 面积 方法 ， 在 他 看 来 是 为 解决 这 些 问 题 而 
特有 的 方法 , 不 是 新 的 分 析 学 。 此 外 , 它们 在 应 用 上 显然 
是 有 局 限 性 的 。 费 尔 马 只 知道 怎样 应 用 它们 到 有 理 式 的 
情况 , 而 牛顿 和 革 布 尼 茨 通过 无 穷 级 数 的 应 用 , 认识 到 这 
。@ 拉 格 衣 日 、 拉 普 拉 斯 和 傅立叶 曾 这 样 地 称 他 , 但 波 阿 松 正确 地 指出 
费 尔 马 不 值 得 有 这 样 的 称誉， 因为 他 没有 认识 求 积 问题 是 求 切线 问题 的 道 
运算 。 对 这 四 位 人 的 确切 叙述 都 见 卡 约 里 的 “ 谁 是 微 积分 的 创始 者 ?” 亦 参 
见 马里 的 《数学 科学 史 ?, 卷 IV, 第 9 页 以 及 以 后 几 页 。 斯 洛 曼 关于 这 方面 
极 不 公平 地 说 ,“ 费 尔 马 很 准 具有 这 样 的 称呼 ,” 见 其 莱 布 尼 欧 在 微分 学 上 
的 发 明 权 >, 第 4-_47 页 。 
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些 方 法 的 普遍 性 。 然 而 , 除了 巴 罗 以 外 , 可 能 没有 数学 家 
如 费 尔 马 这 样 接近 地 酝酿 微 积分 的 发 明 。 
费 尔 马 对 其 同时 代 人 和 直接 继承 者 的 影响 ， 是 难 
以 作出 定论 的 。 他 的 工作 大 概 不 如 卡 瓦 列 里 的 那样 为 人 
们 所 熟知 , 因为 后 者 有 两 本 著名 的 书 广 为 流 传 , 而 费 尔 马 
既 不 发 表 他 的 方法 , 亦 不 发 表 他 的 结果 。 有 人 说 , 就 因为 
费 尔 马 没有 发 表 他 的 著作 , 他 才 失 去 发 明 微 积分 的 膝 蕉 ; 
这 种 看 法 是 不 正确 的 。 首 先 , 很 明显 , 他 不 能 被 看 作 微 积 
分 的 发 明 者 。 其 次 ， 他 的 著作 在 1679 年 被 收集 、 印 刷 成 
为 遗 著 《 杂 作 > 时 , 这 是 在 牛顿 或 菜 布 尼 茨 的 最 早 的 微 积 
分 论著 出 版 以 前 。 
尽管 费 尔 马 没 有 发 表 他 的 方法 ， 但 通过 他 同 诸如 罗 
贝 瓦 尔 . 帕斯卡 和 梅 尔 塞纳 等 人 的 通信 , 以 及 他 生前 由 别 
人 发 表 的 一 部 分 内 容 ， 这 些 方法 成 为 众所周知 的 了 。 所 
以 他 的 工作 在 很 大 程度 上 ， 影 响 了 在 微 积分 问世 以 前 所 
出 现 的 许多 方法 。 因 此 , 附和 拉 赂 斋 日 去 说 “ 费 尔 马 同时 
代 的 人 没有 掌握 这 种 新 型 的 微 积分 的 精神 ? 是 根本 不 对 
的 。 如 费 尔 马 等 人 对 无 限 小 的 一 些 研 究 ， 成 了 这 个 时 期 
的 大 部 分 数学 活动 。 然而 确实 有 一 个 大 数学 家 ， 对 待 这 
些 新 观点 一 直 是 有 点 冷淡 的 ， 虽 然 他 在 早年 也 曾 有 效 地 
应 用 这 种 方法 。 这 个 人 就 是 勒 内 ' 笛 卡 儿 , 是 对 费 尔 马 的 
最 严厉 的 批评 者 。 
”和 卡 儿 的 第 一 个 数学 成 果 是 在 16 芭 年 尝试 用 无 限 
小 去 研究 落体 定律 。 在 这 里 , 他 犯 了 一 个 错误 , 他 正如 甸 
@ 见 甘 蒂 : < 费 尔 马 对 他 那个 时 代 的 影响 >。 然而 这 本 书 所 谈 的 ， 较 多 
地 指出 费 尔 马 结果 的 优先 权 和 独立 性 , 而 较 少 谈 到 他 对 其 他 人 的 影响 。 
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利 略 在 1604 年 所 做 的 那样 , 假定 速度 与 距离 而 不 是 与 时 
闻 成 正比 。 但 在 他 的 证 明 中 , 如 果 将 距离 轴 改 为 时 间 轴 ， 
则 他 的 方法 正 是 奥 雷 姆 和 其 他 经 院 派 所 用 过 的 方法 。 笛 
卡 儿 大 概 是 熟悉 他 们 的 著作 的 ， 可 能 是 由 于 读 了 奥 雷 姆 
的 著作 而 得 出 这 个 形式 的 证 明 以 及 关于 对 解析 几何 的 设 
想 的 .@ 
不 论 怎样 , 笛 卡 儿 是 熟知 古代 中 世纪 和 近代 对 无 限 
小 的 观点 ， 而 且 加 以 应 用 的 。 他 在 差不多 同时 候 写 的 第 
二 篇 研究 报告 中 , 讨论 了 流体 的 压力 。 在 这 方面 , 他 可 能 
是 通过 皮 死 曼 而 熟悉 史 莫 汶 关 于 无 限 小 的 工作 的 。 无 论 
如 何 ， 他 在 考虑 描 引 一 个 物体 的 力 时 ， 用 了 这 样 的 词句 ， 
如 “其 运动 的 第 一 个 瞬间 ”和 “第 一 个 可 以 想象 得 到 的 违 
率 "。 若 干 年 后 , 在 1632 年 , 他 正确 地 回答 了 梅 尔 塞纳 寄 
给 他 的 一 系列 与 抛物 线 儿 =2x2 有 关 的 图 形 的 面积 , 体积 
和 重心 问题 。 这 些 问 题 都 是 和 费 尔 马 曾经 解决 过 的 问题 
相 类 似 的 。 币 卡 儿 没 有 说 明 他 用 什么 方法 ， 但 大 概 是 熟 
练 地 用 了 阿 基 米 德 、 开 普 勤 和 卡 瓦 列 里 的 方法 。 然而 在 
1637 年 他 的 著名 的 《几何 学 > 出 版 后 , 笛 卡 儿 对 这 方面 问 
题 的 兴趣 减退 了 ， 因 为 他 的 数学 工作 只 是 在 他 的 哲学 研 
究 中 一 个 播 曲 。 因此 , 他 并 没有 在 实际 上 和 参与 把 当时 
极 大 部 分 数学 家 全 神 贯 注 的 无 限 小 方法 加 以 发 展 的 工 
人 @ 对 这 个 问题 ， 意 见 有 很 大 的 分 歧 。 瓦 尔 纳 (< 历 史 发 展 的 时 期 2 第 
120 页 ) 以 为 奥 雷 姆 对 笛 卡 儿 的 影响 不 是 很 小 ; 斯 大 姆 (《 关 于 连续 的 论著 光 
第 24 页 ) 以 为 奥 雷 姆 的 形态 幅度 问题 无 疑 是 对 笛 卡 儿 最 重要 的 影响 ; 维 闭 
脱 纳 (< 关于 函数 概念 >， 第 342 页 ) 说 笛 卡 儿 无 疑 知道 奥 需 姆 的 著作 , 但 解 


术 几 何 中 量 的 相知 的 重要 观念 为 奥 雷 姆 所 忽略 ; 迪 昂 〈《 关 于 利 奥 那 多 。 达 
“。 芬 奇 的 研究 >， 卷 TI 第 386 页 ) 把 解析 几何 的 创始 归 之 于 奥 雷 姆 。 
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作 。c 然而 他 和 费 尔 马 的 剧烈 争论 , 使 他 对 切线 问题 保持 
着 兴趣 , 并 引起 了 他 的 一 些 考虑 , 这 些 考虑 如 果 进 一 步 深 
入 下 去 ， 应 该 能 比 无 限 小 方法 更 有 效 地 导致 对 微 积分 基 
础 的 更 清楚 的 理解 。 

古代 人 , 可 能 除了 阿 基 米 德 , 没有 对 曲线 的 切线 给 出 
一 个 一 般 的 定义 ,也 没有 给 出 任何 求 切线 的 方法 。 笛 卡 
儿 比 之 他 同时 代 的 许多 人 ， 更 充分 理解 这 件 事 不 仅 是 在 
几何 学 中 “我 所 知道 的 ， 而 且 甚 至 正 是 有 待 我 去 知道 的 ， 


最 有 用 最 一 般 的 问题 ?。 因 此 , 他 精心 地 作出 了 有 名 的 等 


根 法 求 切线 的 方法 。 笛 卡 儿 的 方法 是 经 过 昌 线 的 两 点 作 
一 圆心 在 > 轴 上 的 圆 ， 然 后 令 交点 相合 。 于 是 圆心 成 为 
曲线 的 法 线 所 经 过 的 在 > 轴 上 的 点 , 结果 切线 就 知道 了 。 
这 个 方法 可 用 略 加 简化 的 形式 说 明 如 下 ， 设 求 在 抛物 
线 色 = 上 点 (% oa) 处 的 切线 。 则 通过 点 (ww ,圆心 
在 z 轴 上 的 圆 的 方程 为 好 + 一 20z 十 208 一 202=0， 这 
里 是 待定 的 。 以 az 代 色 , 则 量 天 可 以 由 使 方程 有 等 
根 一 一 也 就 是 使 加 和 抛物 线 的 交点 相 重 合 一 一 而 求 得 。 


这 个 值 有 =0 是 在 z 轴 上 的 、 抛 物 线 的 法 线 所 经 过 的 


.点 的 横 坐 标 。 于 是 切线 是 经 过 (&，o%) 而 垂直 于 法 线 的 直 
线 。 

必须 注意 , 笛 卡 儿 的 方法 是 纯粹 代数 的 , 没有 明白 地 

涉及 到 极限 和 无 限 小 的 概念 。 但 是 任何 企图 对 等 根 情 况 

的 意义 作出 几何 解释 , 说 明 点 的 重合 是 什么 意思 , 或 定义 


个 米 约 (< 大 师 稍 卡 儿 > 第 162 一 163 页 ) 和 否认 使 笛 卡 儿 避 免 用 无 限 小 
是 为 了 坚持 明白 概念 。 
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曲线 的 切线 ,都 必然 会 引 册 这 些 概 念 。 如 果 笛 卡 儿 在 他 
的 几何 中 是 用 连续 变量 ， 而 不 是 用 代表 几何 图 示 中 的 线 
的 符号 之 间 的 对 应 来 进行 思考 ， 则 他 可 能 已 经 用 极限 来 
解释 他 的 切线 方法 ， 从 而 在 微 积分 的 酝酿 上 给 出 一 个 不 
同方 向 了 。 然 而 他 的 代数 仍旧 建立 在 线 的 几何 的 基础 
上 , 而 连续 变量 的 概念 直到 欧 拉 之 前 , 在 分 析 学 中 没有 真 
正 被 建立 起 来 。 

笛 卡 儿 在 批评 费 尔 马 的 切线 方法 的 同时 ， 企 图 按照 
等 根 和 重合 点 来 解释 这 个 方法 , 从 而 对 它 进 行 修正 , 这 实 
际 上 就 相当 于 定义 切线 为 割 线 的 极限 。 然 而 笛 卡 儿 并 没 
有 这 样 表达 自己 的 意思 ， 因 为 在 这 个 时 候 极限 概念 还 远 
远 没有 而 清楚 。 费 尔 马 从 无 限 小 方面 来 考虑 时 ,不 能 看 
出 他 的 方法 和 笛 卡 儿 的 代数 (极限 ) 方法 有 任何 共同 之 
处 ， 因 而 产生 了 发 明 权 的 争论 。 这 是 十 七 世纪 由 于 对 无 
限 小 方法 的 基础 思想 混乱 而 引起 的 发 明 权 的 争论 之 一 。 
笛 卡 儿 偏爱 他 的 切线 方法 , 而 不 喜欢 费 尔 马 的 方法 , 因为 
他 的 方法 明显 地 不 用 无 限 小 概念 ， 但 它 在 应 用 上 常 是 十 
分 宛 长 乏味 , 而 且 限于 代数 曲线 的 范围 。 

在 求 非 代 数 的 或 “机 械 ? 的 曲线 如 摆 线 的 切线 时 , 笛 
卡 儿 在 1638 年 应 用 了 瞬时 旋转 中 心 的 概念 。 当 然 这 也 是 
直接 与 极限 和 无 限 小 的 应 用 相 联系 的 ， 只 是 不 用 这 种 术 
语 , 而 是 通过 朋 时 速度 概念 的 迁 回 的 说 法 来 表达 的 。 这 个 
概念 在 直观 上 即使 是 明白 的 ， 但 在 那 时 没有 严格 地 加 以 
定义 。 通 过 伽利略 的 工作 ,这 个 概念 已 经 为 大 家 所 接受 。 


Q@ 德 . 圭 里 (“ 伽 利 略 和 笛 卡 几 ”) 以 为 科 卡 儿 深 得 仙 利 略 的 哲学 方法 的 
帮助 。 
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罗 贝 殉 尔 和 托 里 拆 利 实际 上 与 倩 卡 儿 同时 在 几何 上 应 用 
了 这 一 概念 。 笛 卡 儿 的 推理 如 下 ， 如 果 一 个 多 边 形 沿 一 
直线 滚动 , 任 一 顶点 将 描 出 一 系列 的 圆 弧 , 其 中 心 是 多 边 
形 的 顶点 在 直线 上 所 接触 的 点 。 也 就 是 说 , 将 这 个 多 边 
形 沿 直线 滚动 时 ， 我 们 依次 地 绕 这 些 点 在 旋转 这 个 多 边 
形 。 现 在 摆 线 是 一 个 圆 沿 一 直线 滚动 时 , 由 圆 上 一 点 , 也 
就 是 由 一 个 边 数 为 无 限 的 多 边 形 的 一 个 顶点 所 产生 的 曲 
线 。 因 此 , 摆 线 由 无 穷 多 个 圆 弧 所 形成 , 而 在 任 一 点 书 的 
切线 垂直 于 联结 点 已 和 动 圆 与 直线 接触 点 @ 的 直线 。 
因为 @ 容易 找到 , 所 以 点 书 的 切线 可 以 作出 。 

在 笛 卡 儿 的 工作 中 ， 可 以 看 出 他 回避 数学 上 的 无 限 
小 量 观点 ， 而 代 之 以 使 用 代数 的 和 机 械 的 概念 。 费 尔 马 
只 看 到 无 限 小 方法 在 应 用 上 的 好 处 ， 而 笛 卡 儿 更 清楚 地 
看 到 了 它 的 危险 性 。 他 之 所 以 避免 用 它 ， 当 然 是 由 于 对 
无 限 小 量 推理 方法 还 缺乏 明确 的 理论 基础 ， 但 这 种 做 法 
是 违背 当时 的 数学 潮流 的 。 我 们 知道 在 他 的 < 方法 论 > 出 
版 以 后 的 几 年 里 ， 出 版 了 空前 大 量 的 关于 无 限 小 方法 的 
著作 。 其 中 多 数 是 根据 综合 几何 来 写 的 。 但 罗 贝 瓦尔 和 
帕斯卡 在 他 们 的 求 面积 方法 中 ， 显 示 了 算术 化 的 趋势。 
在 法 国 , 只 有 费 尔 马 在 征 积 分 的 酝酿 上 , 有 效 地 用 到 了 他 
和 和 任 卡 儿 所 发 展 起 来 的 这 个 新 的 解析 方法 。 在 英国 , 数 
学 家 兼 神学 家 约翰 沃 利 斯 同样 成 功 地 应 用 解析 几何 于 
求 面 积 的 问题 。 

约 罗 . 沃 利 斯 主要 是 通过 哈里 奥 特 的 著作 热 悉 解析 
方法 的 。 他 关于 圆锥 曲线 的 工作 继承 了 维 埃 特 . 笛 卡 儿 、 
费 尔 马 和 哈里 奥 特 应 用 字母 代数 于 几何 问题 的 做 法 。 但 
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沃 利 斯 远 远 超过 了 这 些 人 ， 他 企图 使 算术 完全 脱离 几何 
表示 ， 并 以 为 这 个 目标 很 容易 达到 。 他 第 一 个 证 明了 ， 
所 有 欧 儿 里 得 卷 Y 中 的 定理 怎样 可 以 毫 无 困难 地 从 算 
术 导 出 。 于 是 在 代数 中 打破 了 从 几何 导出 的 方程 的 项 必 
须 为 齐 次 的 观念 。 侥幸 的 是 ， 沃 利 斯 没有 过 多 地 为 数学 
的 严格 性 操心 : 我 们 现在 知道 , 数学 的 算术 化 是 何等 的 困 
难 。 

沃 利 斯 不 遵守 严格 古典 概念 的 要 求 ， 而 深 受 流行 的 
思想 的 影响 。 在 他 的 著作 中 ， 自 由 地 应 用 了 类 比 和 不 完 
全 归纳 法 ， 以 及 尚未 严格 建立 的 无 限 大 和 无 限 小 概念 。 
我 们 已 经 看 到 这 些 趋向 在 卡 瓦 列 里 和 费 尔 马 著 作 中 已 有 
所 发 展 , 卡 瓦 列 里 继承 了 这 一 传统 , 比 牛顿 以 前 的 任何 人 
更 接近 于 极限 概念 。 很 明显 ， 这 个 观念 隐 含 于 许多 和 他 
同时 代 的 法 国人 和 意大利 人 的 著作 之 中 ， 但 没有 为 他 们 
所 明白 表示 出 来 。 他 们 应 用 的 是 无 限 小 概念 。 然而 , 通 
过 沃 利 斯 的 算术 观点 , 人 们 更 直接 地 接触 到 极限 观念 , 这 
个 观念 是 低地 国家 的 数学 家 一 一 史 蒂 汶 、 圣 文 森 特 的 格 
雷 戈 里 和 塔 凯 一 一 曾经 企图 系统 地 阐述 的 。 

沃 利 斯 受 这些 人 观点 的 影响 到 什么 地 步 是 很 难 估计 
的 。 他 写 了 自从 史 贡 汶 时 代 以 来 最 完备 的 关于 静 力 学 的 
论著 。 他 直接 或 间接 地 通过 罗 贝 瓦尔 有 些 类 似 的 著作 ， 
可 能 对 史 葛 汶 的 算术 极限 方法 很 熟悉 。 沃 利 斯 承认 由 于 
乌 伦 的 劝告 , 在 1652 年 左右 阅读 了 圣文森特 的 格雷 艾 里 
的 《几何 篇 >， 但 他 又 说 在 其 中 并 没有 见 到 对 他 来 说 是 新 
的 任何 命题 。 在 另 一 方面 , 沃 利 斯 和 塔 凯 的 工作 大 约 是 
各 自 独 立 的 ， 因 为 他 们 写 的 关于 这 个 学 科 的 书 几 乎 是 疝 
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时 发 表 的 一 一 分 别 在 1655 年 和 1656 年 。 更 奇怪 的 是 ， 
虽然 沃 利 斯 显示 了 塔 凯 的 算术 化 和 极限 的 趋向 ， 他 的 工 
作 所 受 的 主要 启发 却 来 自 1650 年 读 到 的 由 托 里 拆 利 详 
加 注解 的 卡 瓦 列 里 的 不 可 分 量 的 几何 方法 。 这 是 他 在 他 
的 两 本 书 的 序言 中 所 公开 承认 的 。 这 两 本 书 是 “关于 加 
锻 曲 线 论 ， 和 “无 限 算术 或 曲 边 形 求 积 新 方法 的 研究 ?。 
卡 瓦 列 里 的 工作 几乎 是 纯粹 几何 的 ， 而 沃 利 斯 主要 从 算 
术 着 手 ， 最 后 从 不 可 分 量 的 几何 学 抽象 出 极限 的 算术 观 
念 。 他 “天 循 奥 特 雷 德 、 笛 卡 儿 和 哈里 奥 特 ", 而 对 他 的 证 
明 应 用 算术 的 符号 , 其 目的 是 为 了 使 它们 “同时 具有 最 高 
度 的 简洁 和 清晰 ?。 他 认为 采用 算术 运算 比 用 线段 的 方 
法 简单 , 而 且 “ 合 理性 或 科学 性 ? 亦 不 稍 逊 。 

沃 利 斯 怎样 从 线段 的 几何 过 滤 到 数 的 算术 ， 从 他 关 
于 三 角形 的 面积 等 于 底 与 高 的 柔 积 之 半 的 证 明 中 ,@ 可 
以 看 得 很 清楚 。 他 和 卡 瓦 列 里 一 样 ， 一 开始 就 假定 一 个 
平面 图 形 可 视 为 由 无 限 条 平行 线 所 组 成 -或 者 如 他 所 
爱 说 的 , 由 无 限 个 平行 四 边 形 所 组 成 , 平行 四 边 形 的 高 是 
相等 ， 其 中 任 一 个 高 是 二 ， 或 者 图 形 的 高 的 无 限 小 可 约 


部 分 。 这 里 不 仅 初次 出 现代 表 无 穷 大 的 符号 "。 而 且 最 
早 在 算术 范围 内 应 用 了 经 院 派 的 自 成 无 限 。 此 外 ， 沃 利 
斯 对 无 限 小 的 处 理 远 较 费 尔 马 为 勇敢 和 果断 。 费 尔 马 没 


有 明确 地 把 召 称 为 一 个 无 限 小 , 而 沃 利 斯 则 说 工 代表 一 
加 沃 利 斯 :< 数学 全 集 2 卷 II 第 4 一 9 页 。 关 于 沃 利 斯 在 这 方 而 关 作 


的 一 个 很 好 总 结 , 见于 斯 洛 曼 的 4 莱 布 尼 欧 在 微分 学 上 的 发 明 权 六 第 8 页 和 
以 后 诸 页 。 
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个 无 限 小 量 ， 或 堆 量 nonquanta) 。 一 个 高 为 无 限 小 或 
堆 的 平行 四 边 形 因 而 “不 是 别 的 , 只 是 一 条 线段 ", 不 过 这 
条 线段 是 假定 “可 以 延伸 , 或 有 那么 一 种 很 小 的 厚度 , 使 
得 其 无 限 增加 后 , 可 以 得 到 一 个 高 或 宽 ”。 

回 到 关于 三 角形 面积 的 命题 ， 沃 利 斯 假定 将 其 分 割 
为 平行 于 底 的 无 限 条 线段 ， 或 无 限 小 平行 四 边 形 。 它们 
的 面积 ， 从 顶点 到 底 组 成 从 零 开始 的 算术 级 数 。 根据 人 
所 熟知 的 法 则 ， 这 样 的 级 数 其 所 有 项 的 和 等 于 最 后 一 项 
与 项 数 一 半 的 乘积 。 因为 “不 必 将 有 限 数 和 无 限 数 分 别 
对 待 ?, 这 个 法 则 可 以 应 用 于 三 角形 的 面积 。 如 果 三 角形 
的 高 和 底 分 别 取 为 4 和 忆 则 级 数 中 最 后 一 个 平行 四 边 
形 的 面积 将 为 二 4.B。 因此 ， 整 个 三 角形 的 面积 为 ， 


过 4.B. 畔 ， 或 到 4.B3。 他 接着 用 类 似 的 论证 求 出 了 


许多 与 圆柱 、 锥 体 和 圆锥 曲线 有 关 的 面积 和 体积 。 
沃 利 斯 理解 到 他 的 方法 是 极其 非 正 统 的 ， 但 他 说 这 
可 以 用 内 接 和 外 接 图 形 的 “那个 熟知 的 间接 归 廖 法 ?来 证 
明 。 沃 利 斯 以 为 给 出 这 一 点 是 多 余 的 , 因为 “屡次 的 重复 
会 使 读者 厌烦 ?。 他 进一步 说 , 任何 熟练 数学 的 人 能 够 作 
出 那些 证 明 , 因为 这 在 古代 和 近代 数学 中 是 经 常 发 生 的 。 
近代 数学 发 现 对 沃 利 斯 所 采取 关于 无 限 的 观点 ， 必 须 大 
大 地 加 以 修正 ， 并 全 部 废除 他 的 无 限 小 量 。 然而 微 积分 
的 发 展 是 他 这 样 用 直接 的 算术 分 析 代替 元 长 得 令 人 生 厌 
的 穷竭 法 的 努力 的 结果 。 
沃 利 斯 在 其 “关于 圆锥 曲线 ? 采用 的 方法 ,多 半 是 根 
据 他 的 符号 o 的 粗糙 运算 。 但 在 其 《无 限 算术 中 , 他 用 
. 181 . 


赂 有 不 同 的 观点 作 类 似 的 研讨 一 一 这 个 观点 是 更 接近 于 
史 带 汶 和 罗 贝 瓦尔 的 算术 方法 和 极限 概念 。 在 这 方面 ， 


他 证 明了 与 定理 人 mdz= -2 了 相当 的 命题 ， 显 然 没 有 


党 察 到 这 个 定理 在 前 二 十 年 中 曾 出 现 多 种 形式 。 沃 利 斯 
得 出 这 个 结果 是 先 观 察 等 式 ; 
0+1 1 0+1+2 1 0+1+24+3 1 


这 个 比 二 对 任何 有 限 项 都 成 立 。 由 此 沃 利 斯 得 出 结论 ， 
这 个 比 对 无 限 项 亦 成 立 。 通过 这 一 点 ， 沃 利 斯 得 到 上 面 

关于 三 角形 面积 定理 的 证 明 的 另 一 种 形式 。 
沃 利 斯 进一步 指出 , 对 等 式 


9 二 9 上 9 上 AT9 
项 数 愈 多 ， 比 值 愈 接近 于 于 。 因此 ，“ 最 后 比 和 部 的 差 
可 以 小 于 任何 给 定 的 量 "。 如 果 这 样 下 去 到 无 限 ， 其 差 
“将 差不多 完全 为 零 "。 因 此 对 项 数 为 无 限 的 比 是 可。 
沃 利 斯 于 是 以 类 似 的 方法 进行 观察 , 对 整数 的 三 次 、 
四 次 ,五 次 以 及 高 次 乘 尘 的 同样 的 比 ,分 别 为 了、 工 、 志 
等 等 。 他 于 是 肯定 这 个 法 则 对 所 有 乘 千 ,有 理 的 或 无 理 
182 。 


的 〈 当 然 - 工 除外 ) 都 成 立 @ 这 个 对 他 的 法 兰 西 和 意 大 
利 前 人 工作 的 推广 ， 成 为 沃 利 斯 所 称 的 插值 法 和 归纳 法 
的 基础 。 从 前 者 看 来 , 他 心中 似乎 有 连续 原理 , 或 形态 的 
持续 性 。 由 它 可 以 得 出 一 个 法 则 ， 从 一 些 数 中 求 出 其 中 
间 值 。 对 后 者 ， 沃 利 斯 所 指 的 并 非 数学 的 或 完全 的 归纳 
法 , 而 是 在 科学 意义 上 的 归纳 法 , 诸如 我 们 已 经 见 到 的 他 
从 有 限 得 出 无 限 的 性 质 这 样 的 类 推 。 在 这 方面 ， 他 的 工 
作 是 这 个 时 代 思 想 的 不 严密 性 的 一 个 很 好 标志 。 特 别 重 
要 的 是 , 他 推广 其 法 则 到 无 理 数 乘 早 , 打破 了 上 毕 达 哥 拉 斯 
几何 所 产生 的 顽固 观点 ， 即 打破 了 原来 无 理 量 在 严格 意 
义 说 来 不 作为 数 的 看 法 。 这 是 和 他 宣布 算术 独立 于 几何 
是 一 致 的 。 这 种 解放 ， 对 以 后 极限 概念 的 精密 化 是 必要 
的 , 他 在 这 里 作出 了 预示 。 

沃 利 斯 于 是 将 上 面 整 数 等 的 比 的 命题 ， 应 用 到 求 面 
积 和 求 体积 的 问题 上 去 。 关于 这 方面 ,他 可 以 说 已 经 求 
出 面积 和 体积 作为 无 穷 数列 的 极限 ， 这 和 费 尔 马 曾 用 无 
穷 几 何 级 数 求 出 它们 的 作法 几乎 相同 。 事 实 上 可 以 认为 
费 尔 马 和 沃 利 斯 的 工作 已 经 很 好 地 建立 了 定 积分 概念 的 
基础 ， 虽 然 这 个 概念 以 后 将 由 于 流 数 和 微分 概念 的 引入 
而 产生 混乱 。 然而 从 他 们 对 这 个 概念 缺乏 明确 来 看 ， 他 
们 没有 完全 理解 这 个 概念 的 重要 性 。 我 们 已 经 知道 费 尔 
马 没有 充分 说 明 他 的 符号 召 的 本 质 。 沃 利 斯 用 了 无 限 
小 ， 使 他 的 工作 产生 混乱 ， 将 无 限 小 矩形 和 线段 等 同 起 

@@ 沃 利 斯 :“ 数 学 全 集 六 卷 匡 , 第 31--53 页 。 沃 尔 夫 (< 十 六 和 十 七 世 


纪 科 学 、 技 术 和 哲学 的 历史 >% 第 209 页 ) 在 这 方面 不 正确 地 以 为 沃 利 斯 的 前 
辈 把 自己 限制 于 正 整数 寡 。 再 他 亦 不 说 沃 利 斯 推广 这 个 法 则 于 无 理 数 午 。 
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来 , 并 写 工 = 0 一 这 些 观点 将 导向 莱 布 尼 欧 的 作为 一 种 


整体 , 而 不 是 作为 和 的 极限 的 积分 概念。 

沃 利 斯 把 兴趣 放 在 这 个 时 代数 学 家 特别 关心 的 另 一 
问题 , 就 是 具有 公共 切线 的 两 曲线 所 成 的 接触 角 (村 角 )。 
这 种 图 形 , 欧 几 里 很 、 约 当 * 尼 莫 拉 里 斯 . 卡 登 以 及 其 他 许 
多 人 , 都 曾 考虑 过 。 讨 论 这 一 点 , 可 能 对 主张 无 限 小 作为 
一 种 合理 的 概念 是 有 帮助 的 ， 因 为 它 提供 了 一 个 小 于 任 
何 所 给 定 的 量 而 又 不 与 绝对 零 相同 的 最 终 不 可 分 量 的 观 
点 的 可 能 性 .@， 阿 基 米 德 的 公设 当然 不 考虑 这 一 类 的 角 
作为 量 ， 正 如 它 不 考虑 其 它 无 限 小 一 样 ， 但 十 七 世纪 的 
数学 家 将 其 作为 说 明 他 们 的 概念 的 有 趣 示例 ， 并 讨论 其 
是 否 为 零 问题 。 伽利略 、 沃 利 斯 以 及 其 他 等 人 坚持 以 为 
那 种 角 绝 对 为 零 , 而 霍 布 斯 . 业 布 尼 蒋 和 牛顿 等 人 以 为 它 
们 是 有 点 异 于 零 。 在 这 一 点 ,所 以 会 有 争论 , 自然 只 有 两 
个 原因 : 这 个 时 期 一 般 缺 乏 正确 的 定义 (曲线 切线 的 严格 
定义 , 虽然 隐 含 于 笛 卡 儿 、 费 尔 马 以 及 其 他 人 的 著作 , 但 
在 这 个 时 期 并 未 给 出 ), 以 及 几何 图 形 和 其 算术 度量 之 间 
缺乏 明确 的 区 分 。 这 两 个 缺点 后 来 为 牛顿 和 某 布 尼 世 的 
微 积分 招致 严厉 的 批评 。 

经 过 一 个 世纪 的 疑惑 , 明确 的 定义 得 以 形成 , 而 微 积 
分 是 在 算术 的 ， 而 不 是 在 几何 的 概念 上 建立 起 来 了 。 活 
利 斯 的 工作 是 企图 达到 那 种 算术 化 ， 并 在 这 方面 得 到 他 
的 同时 代 人 詹姆斯 格雷 戈 里 所 支持 。 后 者 在 他 .1667 年 


@ 对 这 个 问题 的 历史 的 充分 讨论 , 见 维 凡 蒂 的 < 无 限 小 概念 > 或 4 数学 
文献 目录 交 新 集 VIII (1894 年 ) 中 关于 这 本 书 的 法 文 提要 “关于 无 限 小 历 
史 的 注 记 ”。 
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的 “ 圆 和 双 曲 线 真 实 求 积 法 》 中 , 把 达到 极限 的 过 程 视 为 
一 种 独立 的 算术 运算 ， 适 合 于 作为 定义 不 属于 普通 无 理 
数 的 新 的 数 的 方法 。 关于 这 个 工作 ， 他 作出 圆 和 双 曲 线 
的 内 接 和 外 接 多 边 形 ， 并 证 明 当 这 两 种 多 边 形 的 边 一 再 
加 以 倍增 , 得 到 两 个 收敛 级 数 , 其 间 之 差 愈 来 您 小 。 这 两 
个 级 数 因而 有 一 个 极限 。 这 个 极限 “如 果 可 以 这 样 说 ”， 
可 看 作为 每 个 级 数 的 最 后 的 多 边 形 ， 从 而 得 出 曲 边 多 边 
形 的 面积 。 格 雷 戈 里 给 出 圆 和 双 了 线 的 面积 多 至 二 十 六 
位 数 , 虽然 这 个 极限 他 认为 一 般 是 不 可 公 度 的 。 

这 个 关于 收敛 无 穷 级 数 的 极限 工作 ， 代 表 了 早先 圣 
文 森 特 的 格雷 戈 里 和 塔 凯 对 几何 级 数 定理 的 推广 。 这 一 
点 久 姆 斯 .格雷 苞 里 是 熟悉 的 。 他 对 罗 贝 瓦尔 的 类 似 算 
术 工 作 可 能 亦 熟悉 , 因为 在 另 一 有 关 地 方 , 他 用 到 几何 变 
换 ， 类 似 于 所 谓 罗 贝 瓦尔 线 。 但 就 罗 册 瓦尔 和 沃 利 斯 而 
言 , 是 通过 不 可 分 量 方法 而 得 出 他 们 的 算术 化 。 格 雷 苞 里 
求 面 积 喜欢 用 古人 的 间接 方法 ， 以 示 其 差 可 以 使 其 小 于 
任何 给 定 的 量 。 虽 然 如 此 , 他 在 这 方面 的 工作 , 采用 俏 卡 
儿 较 新 的 解析 方法 。 他 也 依照 费 尔 马 的 方法 去 求 曲线 的 
切线 。 例 如 他 求 旭 = 好 (上 人 于 点 xz= 处 的 切线 如 下 ; 
选取 第 二 点 , 其 横 坐 标 小 于 z 的 一 个 消失 的 小 量 0,， 并 假 
定 “ 如 果 我 们 可 以 这 样 做 "， 其 对 应 的 纵 坐 标 可 取 在 曲线 
上 , 或 在 切线 上 是 没有 区 别 的 。 于 是 作出 合适 的 比例 , 除 
以 0， 然 后 舍 去 含有 0 和 其 高 次 乘 寡 的 项 。 这 样 , 求 出 次 
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虽然 格雷 戈 里 在 这 方面 没有 提 到 费 尔 马 , 很 明显 , 这 
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两 人 的 方法 是 完全 相同 的 , 只 是 费 尔 马 的 妃 被 改 为 0. 这 
个 符号 的 改变 , 在 一 两 年 以 后 为 牛顿 所 采用 , 这 或 者 是 因 
为 受 格雷 戈 里 的 影响 。 费 尔 马 、 沃 利 斯 和 格雷 区 里 这 种 
类 型 的 算术 和 解析 工作 ,代表 了 导致 微 积分 的 趋势 。 然 
而 它 几 乎 立即 受到 反对 ， 因 为 这 个 时 代 的 精神 是 要 直接 
通过 几何 研究 来 解决 问题 。 这 个 数学 的 算术 化 工作 特别 
为 两 个 英国 人 所 反对 。 他 们 是 托马斯 . 霍 布 斯 和 数学 家 
兼 神学 家 伊 萨 克 . 巴 罗 .@ 起 布 斯 竭力 反对 “他 们 这 一 群 
人 应 用 他 们 的 代数 于 几何 ">。 他 认为 他 们 是 错误 地 将 符 
号 的 研究 作为 几何 的 研究 , 并 将 < 无限 算 术 ， 列 为 “ 卑 吕 的 
书 ?。 他 将 沃 利 斯 所 代表 的 算术 化 , 视 为 荒 廖 的 和 “一 个 
符号 的 疮 疤 ?。 

这 样 对 待 代数 与 解析 几何 的 态度 ， 大 概 不 仅 是 由 于 
十 七 世纪 一 般 偏爱 几何 方法 而 不 喜欢 算术 方法 的 结果 ， 
亦 是 由 于 堆 布 斯 对 数学 的 夸大 观点 ， 认 为 它 是 悟性 的 理 
想 化 ， 而 不 认为 是 抽象 的 形式 逻辑 的 一 个 分 支 的 结果 。 
希腊 思想 认为 数学 来 源 于 感觉 经 验 ， 是 从 性 质 不 相关 的 
具体 事物 中 抽象 出 来 的 。 霍 布 斯 不 认为 直线 是 没有 宽 、 
面 没 有 厚 的 。 因 此 ， 对 他 说 ， 无 限 小 只 是 最 小 的 可 能 直 
线 、 平面 或 立体 , 这 个 无 限 小 的 观点 是 古代 数学 原子 论 学 
派 所 提倡 , 而 不 是 如 卡 瓦 列 里 所 主张 的 。 

霍 布 斯 对 数 的 观点 和 他 对 几何 元 素 的 态度 是 类 似 
的 。 他 采取 毕 达 哥 拉 斯 的 观点 将 数 作为 单位 的 集合 ,而 
把 比 只 用 几何 的 考虑 来 解释 。 这 种 态度 将 不 仅 反 对 算术 

加 见 卡 约 里 ;“ 关 于 沃 利 斯 、 堆 布 斯 和 巴 罗 之 间 的 数学 争论 ”这 个 问题 
的 一 个 提要 , 载 < 美国 数学 学 会 会 报 ?，XXXV (1929 年 ), 第 13 页 。 
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运算 的 自由 应 用 ， 而 这 种 运算 是 沃 利 斯 在 类 推 法 或 归纳 
法 的 基础 上 实行 的 ， 而 且 事 实 上 当 与 霍 布 斯 对 几何 的 质 
朴 观点 结合 起 来 时 ， 将 在 逻辑 上 多 余地 作出 有 理 数 和 无 
理 数 的 区 别 ， 以 及 随 之 引入 的 极限 概念 。 霍 布 斯 在 这 方 
面 的 观点 , 结果 对 微 积分 概念 的 发 展 , 其 影响 是 无 足 轻重 
的 。 然 而 他 思想 的 另 一 方面 , 可 能 是 比较 重要 的 。 

我 们 已 经 说 过 ， 亚 里 士 多 德 对 运动 的 思想 是 作为 潜 
势 的 实现 , 因此 其 注意 力 不 是 集中 于 运动 的 数学 方面 , 而 
是 在 于 运动 的 形而上学 方面 ， 将 一 个 物体 的 运动 归 之 于 
奋 向 一 个 目标 , 然而 它 不 能 自己 达到 目标 。 如 果 要 这 样 ， 
则 需要 不 断 有 作用 的 力 。 在 十 四 世纪 ,这 个 踪 遥 派 的 理 
论 是 被 怀疑 的 ， 因 为 它 不 能 “符合 现象 ?。 适 宜 的 看 法 是 
防 " 伯 里 登 用 原动力 或 惯性 力 , 或 者 一 个 物体 保持 运动 的 
趋势 的 学 说 来 代替 。 

经 院 派 的 原动力 观点 给 运动 以 所 谓 内 涵 特 征 ， 因 为 
它 集中 注意 力 于 运动 的 作用 , 而 不 是 位 置 的 改变 或 外 延 。 
这 种 着 重点 的 改变 使 得 在 一 点 运动 的 概念 成 为 可 接受 
的 ， 而 亚 里 土 多 德 曾 特别 反对 。 这 种 概念 立刻 为 计算 大 
师 、 享 带 斯 贝 里 和 奥 雷 姆 的 瞬时 速度 的 定量 处 理 所 继 
续 。 原 动力 的 观点 是 为 十 五 和 十 六 世纪 的 库 萨 的 尼 十 
拉 、, 利 奥 那 多 * 达 " 芬 奇 和 其 他 人 所 熟悉 , 虽然 它 常 与 新 柏 . 
拉 图 主义 的 神秘 主义 和 生机 论 与 上 且 的 论 的 成 长 相 联 系 ， 
并 为 其 所 混淆 。 这 些 是 在 库 萨 的 尼 古 拉 、 帕 拉 塞 尔 萨 斯 
和 开 普 勒 @ 的 著作 中 可 以 见 到 。 在 1638 年 , 原动力 或 惯 

@ 例如 这 个 伟大 的 德国 天 文学 家 在 他 的 < 宇宙 图 景 之 谜 和 < 新 天 文 

学 中 ， 把 活力 归 之 于 太阳 和 行星 。 在 《宇宙 图 景 之 谜 ? 一 书 的 1621 年 本 

“中 , 他 说 人 们 可 用 力 这 个 字 代 蔡 灵 璃 。 见 《全集 2 卷 工 第 174 页 ; 卷 I, 第 
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性 力 的 观点 在 伽利略 所 给 的 关于 动力 学 法 则 的 阐 明 中 ， 
达到 极点 ; 同时 瞬时 速度 的 概念 同样 由 托 里 拆 利 . 罗 贝 瓦 
尔 和 笛 卡 儿 成 功 地 应 用 到 几何 上 去 。 

当然 必须 记 着 ， 在 那个 时 候 没 有 给 出 瞬时 速度 的 定 
义 ， 而 在 微 积分 发 展 之 前 ， 亦 不 能 构成 这 个 定义 。 然 而 
惯性 力 的 概念 使 在 一 点 运动 的 观念 能 直观 地 和 科学 地 被 
接受 一 一 同时 为 哲学 方面 的 兴趣 和 几何 方面 的 应 用 所 接 
受 一 一 即使 它 在 数学 上 还 未 达到 严格 化 。 

厅 学 家 一 般 表 现 出 对 微 积 分 的 兴趣 是 由 于 它 和 运动 
与 变化 的 问题 联系 起 来 ， 从 而 可 以 激 起 许多 形而上学 方 
面 的 讨论 。 霍 布 斯 特别 考虑 这 一 点 ， 由 于 他 要 使 运动 成 
为 他 的 哲学 体系 的 基础 。, 他 的 观点 在 数学 方面 ， 虽 然 对 
以 后 微 积 分 的 思想 和 解释 有 些 广泛 的 影响 ， 而 这 些 观 点 
太 幼 稚 ， 以致 不 能 在 新 分 析 学 的 发 展 上 增加 什么 新 的 发 
现 。 伽 利 略 用 惯性 力 和 速度 的 改变 来 表达 他 对 运动 定律 
的 概念 的 成 就 ， 使 翟 布 斯 甚 为 感动 。 霍 布 斯 理解 到 物理 
学 的 发 展 归功 于 数学 的 发 过， 因而 他 要 将 这 些 概 念 用 几 
何 和 形而上学 的 术语 来 描述 和 解释 。 为 了 这 一 点 ,他 引 
进 倾向 (conatus) 的 概念 。 所 谓 倾向 ， 是 指 运动 的 开始 ， 
类 似 于 点 作为 几何 上 延伸 的 开始 的 概念 。 正 如 十 四 世纪 
.的 人 曾 做 过 的 一 样 ， 霍 布 斯 于 是 试图 强调 在 一 点 运动 的 
观点 ， 而 不 是 位 置 改变 的 观点 。 他 和 一 千 九 百年 前 亚 里 
士 多 德 曾 加 以 考虑 的 一 样 ， 没 有 理解 到 朋 时 运动 是 一 个 
理性 的 一 一 不 是 经 验 的 一 一 概念 。 他 要 用 他 天 才 的 崔 名 
270 页 ; 卷 III, 第 176, 178- 一 179，313 页 。 亦 见 拉 斯 维 菊 ;< 原 子 论 史 > 卷 
0 页 ; 迪 昂 :4 关于 利 奥 那 多 ， 达 ， 芬 奇 的 研究 ?, 卷 工 , 第 199% 一 
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主义 去 作出 一 个 定义 ， 命 胭 时 运动 为 在 无 限 小 区 间 -- 一 
这 个 区 间 小 于 任何 给 定 的 区 间 一 一 也 就 是 在 一 点 的 运 
动 。 

堆 布 斯 在 用 数学 方法 作出 他 的 倾向 概念 时 ， 不 如 以 
后 牛顿 和 菜 布 尼 茨 这 样 幸运 。 他 没有 懂得 数 和 空间 量 之 
间 的 关系 ,， 亦 不 领会 瞬时 速度 是 纯粹 数值 的 概念 。 然而 
他 的 观点 可 能 对 微 积分 的 发 明 者 有 重要 的 影响 。 霍 布 斯 
过 分 的 唯 名 主义 将 导致 数学 家 离开 数学 概念 的 纯粹 抽象 
观点 ， 诸 如 沃 利 斯 所 表现 的 ， 并 将 在 一 个 多 世纪 的 时 间 
内 ， 引 导 他 们 去 寻求 一 个 直观 的 而 不 是 逻辑 的 微 积分 的 
适当 基础 。 主 要 由 于 这 样 的 缘故 ， 牛 顿 和 莱 布 尼 蒋 都 力 
求 将 这 个 新 分 析 学 用 量 的 生成 的 感觉 观念 去 解释 ， 而 不 
是 只 用 数 的 逻辑 概念 。 这 个 生成 的 观念 在 英国 经 验 学 家 
牛顿 的 流 数 法 中 更 为 明显 ;但 德国 哲学 家 莱 布 尼 欧 也 用 
类 似 于 连续 的 观念 来 说 明 他 的 微分 方法 。 因 此 ， 牛 顿 使 
用 增长 量 的 “ 骨 ” 的 物理 观念 ， 而 在 德国 则 在 与 外 延 量 相 
对 的 内 涵 量 的 概念 之 下 ， 产 生 该 观念 更 为 形而上学 的 形 
式 。 这 个 “趋势 "或 * 生 成 的 观点 ， 使 数学 的 无 限 小 繁荣 
了 起 来 , 以 致 于 哲学 家 不 愿意 抛弃 它 , 即使 近代 数学 已 经 
表明 微 积分 的 基础 已 找到 在 于 导数 , 而 不 在 于 微分 。 

再 者 , 在 哲学 家 方面 (以 及 偶尔 在 数学 家 方面 ) 有 一 ， 
种 意向 , 以 为 霍 布 斯 的 倾向 , 或 在 运动 中 引出 的 概念 内 涵 
(intensive), 是 回答 了 芝 诺 的 疑难 , 因为 即使 时 间 间 隔 消 
逝 了 ,运动 的 趋势 依然 存在 。 这 个 看 法 对 疑难 问题 的 解 
释 , 并 无 所 补 ， 因 为 这 是 没有 认识 到 问题 的 关键 , 即 在 一 
点 运动 的 概念 , 不 是 一 个 科学 观念 , 而 是 数学 抽象 。 对 这 
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方面 , 逻辑 上 所 含 的 困难 , 已 由 微 积分 和 数 的 连续 统 所 澄 
清 。 当 然 , 命 导数 ( 它 实际 只 是 一 个 数 ) 为 在 一 点 的 强度 ,也 
无 可 无 不 可 ,因为 这 只 是 名 称 的 改变 ;但 回答 芝 诺 的 疑难 ， 
必须 留待 数学 去 解决 , 而 不 是 作出 任何 企图 以 合 于 直观 。 

沃 利 斯 的 算术 化 (如同 笛 卡 儿 的 解析 几何 ) 亦 为 同时 
代 的 数学 家 伊 萨 克 “, 巴 罗 所 批评 。 后 者 要 回 到 欧 几 里 得 
的 观点 , 且 认为 数学 的 数 并 无 专 就 其 本 身 而 言 的 .独立 于 
连续 几何 量 的 真实 存在 。 象 \/ 3 这 种 数 ， 他 感到 即使 从 
其 本 身 看 ， 也 不 能 从 所 有 量 中 抽象 出 来 。 这 种 “不 尽 根 ? 
是 “不 可 解释 的 ?, 而 且 “它们 自己 是 没有 价值 的 , 常 从 算 
术 中 被 排除 到 另 一 种 科学 〈 它 那 时 还 不 是 科学 )， 即 代数 
中 去 ”。 巴 罗 以 为 算术 是 包含 于 几何 学 , 代数 是 包含 于 逻 
辑 , 而 不 是 包含 于 数学 。 

这 种 观点 自然 直接 离开 极限 概念 。 极 限 概 念 的 有 效 
应 用 以 及 其 逻辑 定义 ， 都 需要 不 根据 连续 量 的 几何 表示 
法 的 数 的 概念 。 巴 罗 所 倡导 的 回 到 数 和 几何 的 古典 概念 
的 事实 , 可 能 已 影响 到 他 的 学 生 牛 顿 , 去 寻求 在 运动 和 几 
何 中 可 以 看 到 的 连续 变动 的 观点 上 建立 微 积分 ， 而 尽 可 
能 地 避免 极限 的 算术 概念 。 巴 罗 之 不 信任 代数 方法 ,， 亦 
使 他 造成 对 他 的 几何 发 明 , 没有 成 为 有 效 的 解释 工具 , 但 
在 这 方面 未 为 牛顿 所 继承 。 

虽然 巴 罗 不 容易 接受 意大利 数学 发 展 起 来 的 代数 ， 
但 他 受到 在 一 点 的 运动 概念 的 可 能 性 的 影响 。 这 种 运动 
概念 是 由 托 里 拆 利 和 其 他 人 那样 有 效 地 用 到 几何 上 去 。 
他 将 时 间作 为 一 个 数学 的 量 , 虽然 不 依赖 于 运动 , 而 以 运 
动 去 度量 , 根据 明显 感觉 的 启发 , 他 将 它 作 为 “ 稳 流 而 过 ” 
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的 连续 量 。 这 样 把 巴 罗 带 到 连续 统 本 质 的 问题 和 瞬时 速 
度 的 定义 上 去 。 在 他 处 理 这 些 时 , 完全 缺乏 极限 概念 ; 
反 地 ,他 企图 将 原子 的 和 动力 学 的 混合 在 一 起 。 这 有 可 
能 一 部 分 受到 了 剑桥 柏拉图 主义 的 影响 。“ 对 每 一 瞬间 
或 时 间 的 无 限 小 质点 (我 说 瞬时 或 无 限 小 质点 ， 因 为 无 
论 假定 直线 为 由 点 或 由 无 限 小 线段 所 组 成 并 无 区 别 ; 因 
此 无 论 假定 时 间 为 由 瞬间 或 无 限 小 时 间 质 点 所 组 成 都 是 
一 样 的 ); 对 每 一 瞬时 , 我 说 是 对 应 于 某 种 程度 的 速度 , 即 
运动 物体 在 该 瞬间 被 视 为 具有 的 速度 .” 这 段 话 明白 表示 
了 巴 罗 的 观点 主要 是 无 限 小 ， 但 并 不 比 柏拉图 、 奥 雷 姆 、 
伽利略 或 霍 布 斯 的 观点 更 为 清楚 。 事 实 上 ， 在 他 的 论点 
中 ， 速 度 -时 间 曲 线 下 的 面积 代表 距离 。 他 的 思想 和 奥 
雷 姆 所 暗示 的 ， 伽 利 略 所 表达 的 是 类 似 的 。 “如 果 通 过 
代表 时 间 的 直线 上 所 有 的 点 作出 …… 平 行 直线 ， 作 为 这 
些 平行 直线 的 集合 所 成 的 平面 ， 当 每 一 直线 代表 对 应 于 
所 经 过 的 点 的 速度 的 程度 ， 则 所 成 的 平面 精确 地 对 应 于 
速度 的 程度 的 集合 ， 因 而 亦 十 分 相宜 地 可 视 为 代表 所 经 
过 的 空间 "。 巴 罗 承 认可 以 用 非常 狭 的 抢 形 代替 直线 , 并 
认为 “无 论 你 采用 怎样 的 方法 , 都 得 出 同样 的 结果 ?。 
巴 罗 为 了 指出 “时 间 和 直线 有 许多 相似 之 处 "， 再 提 
出 原子 概念 ， 以 为 这 些 量 能 够 视 为 由 一 个 瞬间 或 点 的 连 
续 流 动 ， 或 一 个 瞬间 或 点 的 集合 所 组 成 。 在 可 以 生成 连 
续 量 的 所 有 方式 中 , 巴 罗 和 卡 瓦 列 里 一 样 , 相信 连续 量 被 
看 作 由 不 可 分 量 组 成 的 那 一 方式 “在 大 多 数 情况 下 也 许 
是 所 有 方式 中 最 有 效 的 ， 而 且 其 确凿 可 靠 的 程度 在 所 有 
这 些 方式 中 也 并 非 最 差 的 ”我 们 已 知 塔山 曾 攻击 不 可 
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分 量 方法 , 而 代 之 以 一 种 无 限 小 量 的 极限 , 帕斯卡 同意 他 
这 一 点 。 而 巴 罗 维护 卡 瓦 列 里 的 方法 ， 以 对 付 塔 凯 的 正 
当 批 评 。 

尽管 巴 罗 的 连续 观点 缺乏 清晰 与 精确 性 ， 但 他 的 几 
何 结果 与 微 积分 的 结果 极其 相近 ， 不 仅 包含 了 求 面积 和 
切线 的 许多 定理 , 而 且 也 包含 了 或 许 到 那 时 为 止 , 对 这 两 
类 问题 之 闻 关 系 的 意义 的 最 明白 认识 .@ 然而 所 有 他 的 
命题 是 用 几何 形式 表达 的 ， 其 中 包含 难以 理解 和 不 自然 
的 结构 , 而 不 是 用 笛 卡 儿 、 费 尔 马 和 沃 利 斯 的 解析 符号 的 
形式 表达 的 。 如 果 把 它们 用 微 积分 来 表达 的 话 ， 则 将 相 
当 于 许多 求 导 数 与 求 积 分 的 标准 法 则 与 定理 ， 包 括 微 积 
分 的 基本 定理 。 但 是 任何 这 些 用 今天 的 分 析 概 念 去 解 
释 它 们 的 企图 , 都 将 会 引起 误解 , 那 将 暗示 巴 罗 已 具有 相 
当 于 导数 和 积分 的 概念 。 那 也 将 进一步 给 他 的 工作 以 解 
析 的 特点 ; 而 他 原来 远 未 有 所 表现 。 

关于 巴 罗 几何 所 包含 的 概念 ， 我 们 已 经 知道 他 的 观 
点 表示 回 到 卡 瓦 列 里 的 模糊 的 不 可 分 量 ， 而 不 是 趋向 由 
沃 利 斯 所 孚 育 的 极限 概念 的 发 展 。 对 他 的 工作 的 形式 , 很 
明显 , 巴 罗 自 己 不 能 意识 到 它 是 一 种 新 型 的 分 析 学 , 由 其 
自身 能 充分 重要 地 发 展 成 为 运算 方法 。 他 似乎 已 理解 到 
他 是 叙述 了 一 个 求 切线 与 面积 的 新 方法 ， 但 他 用 综合 形 
式 给 出 时 ， 得 到 的 面目 是 古代 古典 几何 的 扩充 。 “这 些 
内 容 似 乎 不 仅 比 之 于 几何 的 其 它 部 分 为 难 些 ， 但 亦 未 曾 
全 部 地 加 以 吸收 以 及 予以 充分 处 理 ( 如 其 它 部 分 已 做 过 
的 ) 。 

也 见 蔡 尔 德 ;“ 巴 罗 、 牛 顿 和 布 尼 蒋 对 微 积分 发 明 的 关系 ”。 
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然而 在 巴 罗 的 “几何 讲义 ?中 有 一 点 表示 出 他 也 可 能 
用 分 析 方 法 得 到 他 的 结果 , 再 将 其 化 为 综合 形式 去 发 表 。 
另外 , 他 在 这 方面 作出 一 个 图 形 , 它 将 在 莱 布 尼 茨 的 微 积 
分 中 作为 熟知 的 微分 三 角形 而 起 重要 的 作用 。 但 类 似 的 
图 形 已 见于 托 里 拆 利 . 罗 贝 瓦尔 .帕斯卡 和 费 尔 马 的 几何 
学 之 中 。 巴 罗 在 其 几何 讲 义 ?第 X 讲 的 结束 时 说 ， 


我 们 现在 已 用 某 些 形式 结束 我 们 所 宣布 过 的 这 个 科目 的 第 
一 部 分 。 我 们 用 附录 形式 作 补充 材料 , 就 是 加 上 我 们 经 常用 的 通 
过 计算 求 切 线 的 方法 。 在 上 面 这 样 许多 的 熟知 和 熟 用 的 这 类 方 
法 之 后 , 我 很 难说 这 样 做 是 否 有 任何 益处 。 但 我 这 样 做 是 由 于 一 
个 朋友 的 建议 (以 后 知 为 牛顿 )， 所 以 更 为 愿意 这 样 做 , 是 由 于 它 
似乎 比 我 已 讨论 过 的 那些 方法 , 更 为 有 用 而 且 一 般 。 


如 果 巴 罗 以 为 他 是 创造 了 一 个 新 学 科 ， 则 似乎 就 是 他 所 
提出 代替 了 他 的 古典 证 明 的 这 个 方法 。 


设 4P，PM 是 给 定位 置 的 两 直线 , 其 中 PWM 与 一 给 定 曲线 
交 于 对, 并 设 M9 与 曲线 切 于 到， 而 与 直线 交 于 了 (图 22) 。 
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为 了 求 直 线 PTZ 的 长 度 ， 在 曲线 上 划 出 一 段 无 限 小 的 弧 
及 N; 于 是 作 NWQ，N 平行 于 天 了 4P; 命 天 已 = 加 ，P 一 训 
人 BR=a， BR-e， 对 在 问题 讨论 中 有 用 的 其 它 一 些 踢 曲线 的 特 
殊 性 质 所 决定 的 直线 , 也 标 以 字母 ; 再 用 计算 所 得 的 一 个 方程 比 
较 尖刀 和 忆 (并 通过 它们 来 比较 MP 和 PT); 同时 考虑 下 列 
法 则 。 

法 则 1。 在 计算 中 , 我 略 去 所 有 含 和 e 的 乘 涌 , 或 它们 的 
乘积 ( 因 这 些 项 是 没有 价值 的 ) 。 

-法则 3。 当 方 程 建立 以 后 , 我 舍 去 所 有 含 表示 已 知 或 待定 
的 量 ， 和 不 含 5 和 的 项 ( 因 这 些 项 当 移 到 方程 的 一 边 后 常 等 于 
零 )。 

法 则 3。 我 用 和 ( 即 WP) 代 w 用 上 ( 即 忆 7) 代 6 于 是 最 

-后天 7 的 长 度 可 以 求 得 。 


从 这 一 段 话 , 我 们 可 以 看 出 巴 罗 的 通过 “用 计算 求 切 
线 的 方法 ?是 非常 接近 于 微分 学 中 所 采用 的 方法 , 文字 w 
和 是 相当 于 习惯 符号 录 和 4x。 这 是 费 尔 马 方法 的 进 
一 步 发 挥 。 但 在 费 尔 马 方法 中 只 用 一 个 无 限 小 量 肥 巴 
罗 方 法 之 所 以 是 对 费 尔 马 方法 的 改进 ， 在 于 它 能 更 方便 
地 把 这 个 方法 应 用 于 隐 函 数 。 巴 罗 明 显 地 不 是 直接 知道 
费 尔 马 的 工作 ， 因 为 他 没有 一 处 提 到 他 。 然而 他 所 提 到 
他 的 观点 ,来 源 于 笛 卡 儿 、 惠 更 斯 、 伽 利 略 、 卡 瓦 列 里 、 圣 
文 森 特 的 格雷 戈 里 、 入 姆 斯 “格雷 戈 里 和 沃 利 斯 等 一 些 
人 。 很 有 可 能 巴 罗 知道 费 尔 马 的 方法 是 通过 这 些 人 的 。 
惠 更 斯 和 入 姆 斯 .格雷 戈 里 特别 经 常用 费 尔 马 的 特殊 运 
算 方 法 ,而 无 论 如 何 , 牛顿 认识 到 巴 罗 的 方法 , 只 是 这 个 
画 切线 方法 的 一 个 改进 。 

虽然 巴 罗 的 切线 方法 比 之 于 费 尔 马 的 方法 即使 更 近 
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似 于 求 导 数 运算 ， 但 我 们 不 能 随便 认为 他 是 含有 我 们 的 
符号 如 和 如 的 概念 。 他 是 十 分 明显 地 想 用 儿 何 问题 
和 无 限 小 来 表达 ， 而 不 是 用 函数 和 连续 变量 的 符号 来 表 
达 。 他 说 明和 e “没有 价值 ? 是 相当 于 费 尔 马 在 这 方面 
于 计算 最 后 略 去 含 怪 的 所 有 项 。 无 论 巴 罗 或 费 尔 马 都 不 
能 证 明 何 以 可 略 去 这 些 项 ， 因 为 他 们 没有 一 个 关于 极限 
的 明确 概念 。 费 尔 马 之 所 以 比较 接近 于 那 种 概念 , 或 者 
是 由 于 想到 他 的 准 等 式 只 当 瑟 为 零 时 , 才 成 为 严格 等 式 。 
巴 罗 没有 说 明 为 什么 高 次 索 被 略 去 。 巴 罗 在 他 的 方法 中 
的 第 一 和 第 三 个 法 则 ， 于 时 辑 方面 只 能 用 极限 来 证 明 。 
巴 罗 没 有 怀疑 地 想到 三 角形 MRN 当 其 为 无 限 小 时 为 严 
格 全 等 于 MTP， 因 为 他 在 这 里 和 别处 都 说 过 : “如 果 弧 
AN 假定 为 无 限 小 ， 我 们 可 以 放心 地 用 切线 上 的 一 小 部 
分 来 代替 。” 诸 如 这 样 的 话 , 在 牛顿 和 莱 布 尼 蒋 的 著作 中 
再 次 出 现 ， 说 明 在 那个 时 代 的 数学 家 想 用 极限 的 概念 算 
术 地 来 思考 问题 , 是 何等 困难 。 

所 有 对 微 积 分 学 做 过 一 部 分 先导 工作 的 数学 家 中 ， 
没有 一 个 比 之 于 费 尔 马 和 巴 罗 所 做 的 更 接近 于 新 分 析 
， 学 。 前 者 创造 运算 的 分 析 方 法 相当 于 求 导数 和 求 积分 两 
方面 ， 但 他 显 出 没有 充分 理解 两 类 问题 相互 关系 的 重要 
意义 。 在 另 一 方面 , 巴 罗 显示 出 已 发 现 这 个 基本 的 互 道 
关系 ， 但 由 于 他 没有 充分 发 展 所 含 运算 的 解析 表示 法 的 
可 能 性 , 因而 不 可 能 有 效 地 应 用 这 个 关系 。@ 他 系统 地 把 
切线 逆 问 题 化 为 求 面积 问题 ， 但 他 没有 用 他 的 道 运算 定 

人 见 措 伊 肤 ，《 关 于 数学 史 的 注 记 >， 或 他 的 《十 六 、 士 七 世纪 的 数学 
史 刀 第 345 一 357 页 。 后 者 对 巴 罗 著作 的 这 一 部 分 作 了 点 越 的 分 析 。 
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理 ， 来 考虑 将 后 者 转 为 导 自 求 切线 的 问题 一 一 就 是 他 没 
有 如 微 积分 一 般 所 做 的 那样 ， 用 反 导 数 来 表达 它们 。 巴 
罗 没 有 看 出 这 样 做 的 好 处 ， 因 为 他 没有 如 不 久 以 后 的 牛 
顿 和 莱 布 尼 蒋 这样 做 ， 将 他 的 切线 方法 化 为 简单 的 运算 
. 形式 。 如 果 他 这 样 做 了 , 无 疑 他 将 先 这 些 人 而 成 为 微 积 
分 的 创始 者 。@ 
然而 ， 巴 罗 甚 至 没有 打算 去 这 样 做 。 在 准备 好 他 的 
讲义 的 出 版 事宜 以 后 ， 他 交 给 牛顿 和 柯林斯 去 作 最 后 的 
校订 , 而 自己 为 研究 神学 而 放弃 数学 。 牛顿 将 发 展 巴 罗 的 
几何 观点 所 需 的 分 析 知 识 列 成 运算 式 。 实 际 上 , 在 1670 
年 以 前 的 几 年 ,他 已 掌握 了 他 的 微 积 分 方法 。 在 这 一 
年 , 巴 罗 的 < 几何 学 讲义 ?已 经 出 版 。 事 实 上 , 在 低地 国家 
较 早 的 时 候 , 已 出 现 许 多 法 则 , 应 用 起 来 非常 类 似 于 微 积 
分 的 一 些 部 分 ， 它 们 可 视 为 是 在 这 个 酝酿 的 世纪 中 发 展 
起 来 的 , 而 成 为 从 无 限 小 运算 到 流 数 法 与 微分 法 的 过 渡 。 
那些 由 斯 卢 斯 、 胡 德勤 和 惠 更 斯 所 表达 的 求 切线 和 极 大 
与 极 小 的 法 则 , 没有 包含 新 的 基本 概念 , 而 只 是 导 自前 人 
的 方法 , 特别 是 费 尔 马 和 巴 罗 的 方法 的 一 些 规范 形式 。 
举例 说 , 斯 卢 斯 可 能 是 第 一 个 数学 家 , 无 须 通过 依照 
如 巴 罗 和 费 尔 马 的 方法 所 需 的 那 种 分 析 算 法 ， 而 写 出 wm 
y 的 有 理 方程 的 曲线 的 切线 的 一 般 运算 法 。 他 的 方法 似 
乎 成 于 1652 年 ， 而 直到 1673 年 才 发 表 。 他 的 方法 可 叙 
述 如 下 。 设 方程 为 fc, g) =0,， 则 次 切线 将 是 一 个 商 , 得 
@ 蔡 尔 德 绝对 地 将 发 明 妇 之 于 巴 罗 , 因为 他 用 近代 的 解析 记号 代替 了 
原来 的 综合 形式 , 在 这 个 工作 中 引进 了 运算 的 代 雪 方 法 , 而 不 是 命题 的 几何 
证 明 。 
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自分 子 置 以 所 有 含 y 的 项 ， 每 项 乘 以 在 其 中 出 现 的 2 的 
乘 医 的 指数 ; 而 在 分 母 置 以 所 有 含 的 项 , 每 项 乘 以 在 其 
中 出 现 的 z 的 乘 医 的 指数 , 于 是 除 以 zx。 当然 这 是 相当 于 


作成 商 2 人 的 。 但 斯 卢 斯 并 没有 如 我 们 那样 , 想 用 范 


数 的 导数 来 表达 。 他 没有 给 出 其 方法 的 一 般 证 明 。 但 这 
是 容易 用 费 尔 马 或 巴 罗 的 方法 来 完成 的 。 

约翰 " 胡 德 勤 在 1659 年 给 出 完全 相似 的 法 则 。 这 个 
法 则 在 几 年 以 后 重 为 惠 更 斯 所 发 现 。 胡 德勤 亦 叙 述 一 个 
法 则 ， 不 须 运 用 费 尔 马 方法 而 写 出 单 变量 有 理 函 数 的 极 
大 或 极 小 值 。 这 是 相当 于 如 微 积 分 教科 书 中 求 出 商 的 导 
数 , 然后 令 其 等 于 堆 。 

这 些 法 则 和 公式 的 几乎 同时 出 现 ， 标 志 着 十 七 世纪 
中 叶 以 后 不 久 , 无限 小 的 工具 是 广 为 应 用 的 , 而 且 发 展 到 
那个 地 步 , 给 出 一 个 合适 的 概念 后 , 一 个 一 致 的 分 析 运 算 
法 继 之 而 起 。 即使 惠 更 斯 , 在 他 早先 的 工作 中 是 细心 地 
采用 二 代 的 方法 ， 而 在 1655 年 以 后 ， 亦 转 过 来 随 着 大 家 
采用 新 的 观点 ， 并 经 常 加 以 应 用 。 他 企图 如 二 雷 里 欧 所 
做 的 ， 将 古代 的 方法 加 以 普遍 化 ， 重 复 了 伽利略 和 托 里 
拆 利 对 落体 的 无 限 小 证 明 。 他 表示 出 受 了 卡 瓦 列 里 的 影 
响 ， 以 为 线 是 面 的 元 素 。 他 的 工作 经 常 包含 应 用 费 尔 马 
的 切线 和 极 大 与 极 小 的 方法 。 然 而 惠 更 斯 是 一 个 古典 的 
数学 家 , 他 留 给 他 的 两 个 青年 朋友 牛顿 和 莱 布 尼 茨 , 将 所 
有 这 些 工 作 汇合 成 为 数学 上 前 所 未 有 的 ， 代 表 对 科学 研 
究 大 约 是 最 有 效 的 工具 的 内 容 。 
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第 五 章 “ 和 牛顿 和 某 布 尼 欧 


绝 少 有 哪 一 门 新 的 数学 分 支 是 某 一 个 人 的 工作 。 笛 
卡 儿 和 费 尔 马 的 解析 几何 ， 其 实 并 不 仅仅 是 他 们 研究 的 
结果 ， 而 是 出 现在 十 六 世纪 和 十 七 世纪 的 几 股 数学 思潮 
汇集 起 来 的 成 果 。 它 是 阿波 罗 尼 ,. 奥 雷 姆 . 维 埃 特 和 许多 
其 他 人 影响 的 结果 。 

微 积 分 的 发 展 远 非 一 、 两 人 的 工作 。 我 们 已 经 历 了 
一 条 漫长 而 曲折 的 思想 潮流 ， 它 从 古代 的 哲学 思辩 和 数 
学 证 明 引 导 到 十 七 世纪 极其 成 功 的 富 于 启发 性 的 方法 。 
例如 ， 我 们 已 经 指出 费 尔 马 创造 的 方法 和 在 微 积分 中 所 
见 到 的 几乎 一 致 , 而 巴 罗 所 发 现 的 新 命题 , 包含 着 该 学 科 
基本 定理 的 几何 等 价 命题 。 

十 七 世纪 的 后 半期 , 时 间 已 经 成 熟 , 一 些 人 把 无 限 小 
量 分 析 中 涉及 到 的 观点 ,方法 和 发 现 , 组 成 以 独特 的 算法 
为 其 特征 的 一 门 新 的 科学 。 费 尔 马 没有 做 到 这 一 点 ， 大 
多 因为 他 没有 将 他 的 方法 加 以 一 般 化 ， 也 没有 认识 到 切 
线 问 题 和 求 积 问题 是 数学 分 析 中 的 两 个 侧面 一 一 即 它们 
是 互 逆 的 。 巴 罗 不 能 建立 这 门 新 的 学 科 ， 因 为 尽管 他 第 
一 个 明白 地 认识 到 这 个 可 逆 性 质 统一 的 意义 ， 但 没有 意 
识 到 他 的 定理 是 一 个 新 学 科 的 基础 。 他 不 同意 笛 卡 儿 的 
数学 分 析 和 代数 的 趋势 ， 而 以 为 他 的 结果 应 该 看 作 是 古 
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典 几 何 的 完善 

因此 ， 传 统 的 观点 都 是 把 微 积分 的 发 明 归 之 于 更 有 
名 的 数学 家 伊 萨 区 "牛顿 和 戈 特 弗 里 德 " 威 尔 赫 姆 " 汉 * 莱 
布 尼 茨 。 从 概念 发 展 的 观点 来 看 这 是 我 们 这 里 主要 考 
虑 的 方面 ), 最 好 讨论 一 下 微 积 分 发 展 的 演变 过 程 。 然 而 
无 论 如 何 ， 牛 顿 和 莱 布 尼 茨 显然 是 独立 地 发 明了 运算 方 
法 。 它 们 是 普遍 可 用 的 ， 并 且 本 质 上 和 现在 微 积分 中 所 
用 的 是 一 样 的 。 由 于 这 样 的 方法 对 于 后 来 导数 和 积分 概 
念 的 逻辑 发 展 是 必要 的 ， 所 以 把 他 们 两 人 视 作 这 门 学 科 
的 发 明 者 , 亦 未 党 不可。 我 们 这 样 向, 并 没有 认为 或 意味 
着 作为 今天 这 门 学 科 基 础 的 定义 和 概念 是 他 们 的 工 作 ; 
因为 这 些 基 本 概念 是 在 这 个 方向 上 经 过 两 个 世纪 的 进 一 
步 努 力 和 严格 推 殴 而 完善 起 来 的 。 而 且 ， 我 们 这 里 更 多 
地 是 涉及 到 观念 , 而 不 是 运算 法 则 , 我 们 就 不 会 去 讨论 象 
牛顿 和 莱 布 尼 茨 发 明 的 优先 权 和 独立 性 这 种 长 期 争论 
不 体 . 吓人 脸红 的 问题 .@ 两 个 人 在 新 分 析 学 的 发 展 上 都 
是 大 大 地 得 益 于 他 们 的 前 辈 ， 而 且 最 有 可 能 的 是 ， 牛 顿 、 


四 见 险 贡 韦 : x 微 积分 的 发 现 ” 第 4 一 43 页 ， 和 *《 微 积分 历史 的 进 一 
步 研 究 % 第 166 一 167, 464 一 465 页 。 作 者 在 这 两 本 书 中 扯 责 莱 布 尼 茨 “用 
典型 的 德国 人 的 宣传 手 女 , 阴谋 夺取 和 牛顿 的 一 切 功劳 "以 及 “他 开创 对 
外 国 科学 工作 的 间谍 组 织 ， 并 利用 这 个 组 织 尽 可 能 多 地 将 那些 工作 中 的 有 
用 部 分 和 功劳 转移 到 德国 方面 去 。” 

加 见 斯 洛 受 : 《 菜 布 尼 欧 在 微分 学 上 的 发 明 权 妇 蔡 尔 德 编辑 的 4 菜 布 
尼 茨 初期 数学 手稿 2, 两 书 都 声称 对 莱 布 尼 茨 有 怀疑 。 为 菜 布 尼 茨 辩护 的 有 
格 尔 哈 特 赔 写 的 两 本 书 :《 莱 布 尼 茨 微分 学 的 发 现 ?和 < 高 等 分 析 的 发 现 ?; 还 
有 马 轴 克 写 的 两 篇 文章 :“ 高 等 分 析 发 现 史 的 新 见解 ?和 “关于 菜 布 尼 茨 微分 
学 的 发 生 史 ”。 按 年 代 排 列 的 关于 这 方面 争论 的 详细 文献 目录 ， 见 德 摩根 : 
《关于 和 牛顿 的 一 生 和 工作 的 论文 yo 
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菜 布 尼 落 得 出 最 后 的 表述 ， 与 其 说 是 彼此 互相 影响 的 结 
果 , 毋 宁 说 是 同样 受 前 人 影响 的 结果 。 

研究 微 积分 的 历史 学 家 曾 试图 引出 两 个 完全 不 同 的 
发 展 线索 ， 一 个 是 运动 学 的 , 通过 柏拉图 、 阿 基 米 德 、 人 
利 略 , 卡 瓦 列 里 和 巴 罗 , 引导 到 牛顿 ; 另 一 个 是 原子 论 的 ， 
通过 德 席 克 利 特 、 开 普 勤 、 费 尔 马 .帕斯卡 和 惠 更 斯 , 引导 
到 菜 布 尼 茨 。 然 而 ， 这 里 完全 缺乏 对 所 述 数学 家 的 分 别 
. 的 认识 , 我 们 无 法 把 整个 十 七 世纪 的 “一 群 ” 人 的 观点 和 
方法 , 同 另 一 群 人 的 观点 和 方法 区 别 开 来 。 仙 利 略 、 卡 瓦 
列 里 , 托 里 拆 利 和 巴 罗 同 时 运用 了 流 数 和 无 限 小 的 概念 ; 
对 费 尔 马 、 帕 斯 卡 和 惠 更 斯 的 方法 ， 大 概 牛 顿 和 英国 数 
学 家 亦 跟 菜 布 尼 欧 一 样 地 熟知 。 引 导出 牛顿 流 数 法 与 
莱 布 尼 茨 的 微分 法 的 几何 发 展 ， 在 本 质 上 并 没有 什么 不 
同 。 然 而 在 建立 了 这 门 学 科 的 运算 方法 ， 以 及 它们 的 逻 
辑 和 哲学 的 基础 提 到 议事 日 程 上 来 之 后 ， 观 点 和 表现 方 
式 闻 的 不 同 ， 由 于 发 明 者 的 科学 和 哲学 的 立足 点 不 同 而 
变 得 更 加 显著 了 , 大 多 正如 先前 在 这 方面 的 争论 一 样 , 谨 
目的 崇拜 阻碍 着 后 继 者 对 两 个 体系 的 优 缺 点 的 评价 。 因 
此 , 我 们 想 试图 不 仅 要 指出 牛顿 、 莱 布 尼 茨 工作 的 起 源 ， 
而 且 要 指出 他 们 在 以 后 所 给 出 的 解释 的 性 质 ， 以 及 这 些 
解释 对 于 微 积 分 基本 概念 发 展 的 意义 。 

伊 萨 克 . 牛 顿 在 剑桥 是 伊 萨 克 . 巴 罗 的 学 生 ， 而 且 深 
深 地 受到 他 的 影响 ， 巴 罗 的 《几何 讲义 ?就 是 由 他 协助 而 
出 版 的 。 当 时 ， 巴 罗 很 熟悉 卡 瓦 列 里 的 著作 以 及 其 中 所 
提出 的 关于 几何 量 的 生成 的 两 个 观点 一 一 即 不 可 分 量 和 
流动 量 的 观点 。 他 设想 曲线 的 切线 不 仅 是 无 限 多 个 线 元 
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之 一 的 延长 , 此 时 曲线 可 以 设想 为 由 这 些 线 元 所 构成 , 亦 
可 以 作为 一 个 点 运动 的 方向 , 该 点 通过 运动 构成 了 曲线 。 
这 些 观点 对 于 牛顿 , 由 于 他 听 过 巴 罗 的 讲课 , 几乎 肯定 是 
熟悉 的 。 然 而 巴 罗 对 笛 卡 儿 和 费 尔 马 的 分 析 方 法 不 大 欣 
赏 ， 而 且 没有 理解 沃 利 斯 的 算术 化 的 重要 性 。 这 些 较 新 
的 观点 ， 沃 利 斯 在 1655 年 的 著作 中 就 已 给 出 ， 这些 著作 
我 们 曾经 提 到 过 ， 而 和 牛顿 在 他 早期 的 数学 训练 中 就 已 熟 
悉 了 。 事 实 上 ， 和 牛顿 承认 他 在 分 析 和 流 数 方面 的 第 一 次 
发 现 ,是 受 了 沃 利 斯 的 无 限 算术 > 的 启发 。 而 且 沃 利 斯 
在 这 里 所 用 到 的 归纳 法 和 插值 法 的 原理 ， 对 牛顿 的 二 项 
式 定 理 的 发 现 也 是 有 帮助 的 。 牛 顿 对 数 的 概念 与 其 说 是 
类 似 于 巴 罗 的 ， 不 如 说 是 类 似 于 沃 利 斯 的 一 一 较 少 作为 
单位 量 的 集合 ， 而 更 多 地 作为 任 一 量 对 另 一 个 量 的 抽象 
比 ， 这 样 的 数 的 意义 也 包括 无 理 比 作为 数 在 内 。 在 这 方 
面 ， 牛 顿 比 沃 利 斯 和 笛 卡 儿 更 进一步 ， 把 负 比 看 成 名 副 
其 实 的 数 。 这 是 笛 卡 玫 几 何 表示 法 的 一 种 推广 。 

对 牛顿 给 出 的 流 数 法 的 有 效 性 有 所 增强 的 另 一 因素 
是 无 穷 级 数 的 使 用 。 经 院 派 哲学 家 在 可 变性 的 几何 表示 
法 上 , 研究 过 无 穷 级 数 。 圣 文 森 特 的 格雷 戈 里 . 塔 凯 和 费 
尔 马 也 应 用 过 无 穷 级 数 。 然 而 ， 一 般 的 算术 无 穷 级 数 的 
最 早 研究 ， 大 量 还 是 英国 数学 家 如 沃 利 斯 和 和 詹姆斯 " 格 
雷 艾 里 的 工作 。 附 带 说 一 句 ， 后 者 在 这 方面 的 重要 工作 
是 在 牛顿 完成 他 的 微 积分 的 第 一 篇 论文 之 前 仅 一 、 两 
年 一 一 牛顿 的 论文 中 用 到 与 二 项 式 定理 有 关 的 无 穷 级 
数 。 这 种 级 数 的 使 用 , 确实 有 助 于 流 数 法 的 广泛 应 用 , 并 
帮助 消除 了 几何 上 的 成 见 。 但 一 部 分 历史 学 家 们 曾经 有 
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一 种 倾向 , 即 具 把 注意 力 集中 于 牛顿 对 无 穷 级 数 的 应 用 ， 
而 不 集中 于 他 的 工作 的 其 它 更 加 本 质 的 方面 。 

牛顿 告诉 我 们 ， 他 早 在 1665 一 1666 年 时 ， 也 就 是 在 
他 听 巴 罗 的 讲课 和 发 现 二 项 式 定理 的 那些 时 候 ， 就 掌握 
了 流 数 法 。 然 而 他 在 1669 年 写 的 < 运用 无 限 多 项 方程 
的 分 析 中 第 一 次 提 及 微 积分 .@ 这 篇 论文 直到 1711 年 
才 发 表 ， 但 在 这 以 前 已 在 朋友 之 间 流 传 。 在 这 专题 论 
文中 ， 他 没有 明显 地 采用 流 数 法 的 记 法 或 观念 ， 但 同 
时 几何 地 和 分 析 地 运用 无 限 小 ， 其 方法 与 巴 罗 和 费 尔 
马 的 相似 ， 并 且 由 于 适用 一 项 式 定理 ， 就 扩大 了 它 的 
应 用 范围 。 牛 顿 采用 了 面积 的 无 限 小 抢 形 或 “ 朋 ? 的 思 
想 ， 并 找到 曲线 求 积 法 如 下 ， 画 出 这 样 -一 条 曲线 ， 对 横 
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标 > 和 纵 标 %， 面 积 为 4 ( 元“ ja ” 。 按 詹姆斯， 


9 十 
格雷 戈 里 的 记 法 , 令 横 坐标 的 瞬 或 无 限 小 增 量 为 c。 于 是 


新 的 模 坐 标 是 = 十 o， 所 讨论 的 面积 为 Zoy 一 (2 ) 


.az+o ” 。 假 如 在 这 个 式 中 我 们 应 用 二 项 式 定理 ， 
两 边 都 除 以 o 然后 省 略 含有 o 的 项 ， 则 结果 就 得 到 Y= 


二 


oz。 也 就 是 说 , 车 面积 由 和 = 一生 _ax se 给 出 , 则 则 


细 KR 哲 
线 将 为 g= az 。 反 过 来 ， 车 曲线 是 y= az ， 则 面积 是 
站 
M 十 也 


这 里 我 们 就 得 到 一 个 面积 表达 式 ， 它 无 需 由 无 限 小 
面积 之 和 来 决定 ， 也 不 用 牛顿 以 前 的 数学 家 从 安 提 芬 到 
中 生 顿 : < 全 集 > 卷 TI 第 257 一 282 页 ; 《小 集 ?, 卷 T 第 3--28 页 。 
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帕斯卡 所 用 的 等 价 方法 。 相 反 ， 它 是 通过 考虑 在 所 论点 
处 的 面积 瞬时 增 量 而 得 到 的 。 换 名 话说， 虽然 以 前 的 求 
积 法 都 是 作为 用 和 之 极限 来 定义 的 定 积分 的 等 价 物 而 被 
找 出 ， 和 牛顿 在 这 里 却 首 先决 定 面积 变化 率 ， 然 后 从 此 用 
我 们 现在 叫 作 表示 纵 坐 标的 函数 的 所 谓 不 定 积分 求 出 面 
积 。 而 且 ， 这 里 必须 注意 ， 在 这 个 命题 中 作为 基础 的 步 
又 是 决定 变化 率 。 换 言 之 ， 即 用 我 们 今天 所 说 的 导数 作 
为 基本 概念 ， 而 积分 是 用 它 来 定义 的 。 从 托 里 拆 利 到 巴 
罗 这 一 时 期 的 数学 家 在 某 种 意义 上 已 经 认识 到 这 种 关 
系 , 但 是 为 求 朋 时 变化 率 给 出 一 般 可 行 的 步骤, 并 在 求 和 
问题 的 情况 下 反 过 来 应 用 ， 和 牛顿 还 是 第 一 个 人 。 在 这 以 
前 , 倾向 于 相反 的 方向 ， 只 要 可 能 就 将 问题 归结 为 求 积 。 
随 着 牛顿 所 做 出 的 这 一 步 ， 我 们 可 以 认为 微 积分 已 被 引 
出 。 

牛顿 把 这 个 方法 应 用 到 大 量 的 曲线 如 y = 马上 奏 和 


y= 7 -的 求 积 上 。 几 年 以 后 , 在 把 这 些 结果 送 给 柯 林 


斯 的 时 候 , 他 附带 地 描述 了 在 极 大 、 极 小 和 求 切线 的 许多 
命题 ， 这 些 命题 都 是 他 用 他 的 方法 而 得 到 的 。 就 是 这 封 
于 1672 年 12 月 10 日 给 柯林斯 的 信 , 对 于 到 底 莱 布 尼 茨 
的 发 现 是 否 独立 于 牛顿 的 争论 是 重要 的 。 在 这 封 信 中 ， 
和 牛顿 坦率 地 指出 , 他 的 法 则 与 斯 卢 斯 和 胡 德 勤 的 相似 , 虽 
然 是 更 普遍 些 ; 而 且 在 另 一 个 地 方 也 革 认 他 的 处 理 方 式 
曾 受 到 经 过 格雷 艾 里 和 巴 罗 改进 的 费 尔 马 方法 的 启示。 
自然 ， 从 费 尔 马 的 互 改变 为 格雷 戈 里 和 牛顿 的 o 是 容易 
的 。 它 经 常 被 人 解释 为 以 零 代 替 了 孔 这 种 观点 势必 把 
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牛顿 的 方法 归结 为 毫 无 意义 的 零 的 运算 ， 有 点 象 踊 期 名 
罗 @ 的 方式 中 那样 。 牛 顿 很 明白 地 把 他 的 符号 当 作 字母 
2 而 不 是 数字 0， 在 这 一 点 上 它 与 费 尔 马 的 鼠 是 完全 可 
以 比拟 的 。 牛 顿 工 作 的 意义 首先 在 于 这 个 事实 ， 即 如 他 
所 说 的 “直接 地 和 倒 逆 地 "应 用 了 那个 方法 。 第 二 点 ， 牛 
顿 联系 到 无 穷 级 数 的 应 用 把 它 看 作 一 个 普遍 的 算法 ， 而 
费 尔 马 的 方法 以 及 斯 卢 斯 、 胡 德 勒 和 惠 更 斯 对 它 的 修正 ， 
仅 适 用 于 有 理 代数 函数 的 情形 。 

值得 注意 的 是 牛顿 的 工作 虽然 包含 有 微 积分 的 主要 
处 理 方式 ， 但 他 给 出 它们 论证 的 说 明 是 不 清楚 的 。 牛 顿 
并 不 比 费 尔 马 证 明 他 忽略 如 的 宪 或 巴 罗 证 明 他 忽略 。 和 
2 的 宏 , 更 多 地 指出 他 在 运算 中 略 去 含有 o 的 宕 的 项 的 
理由 。 他 的 贡献 与 其 说 是 阐明 了 概念 ， 不 如 说 是 简化 了 
运算 。 正 如 牛顿 自己 在 他 的 著作 中 所 承认 的 那样 ， 他 的 
方法 是 “简略 的 说 明 , 而 不 是 正确 的 论证 ?。 


然而 , 在 他 的 上 述 关于 y = ax” 的 面积 由 G= 一 
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.az ”给 出 的 证 明 站 , 我们 能 够 看 到 他 的 思路 的 某 种 旷 
示 。 纵 坐标 y 是 看 作 面 积 增加 的 速度 ， 而 横 举 标 表示 时 
间 。 用 纵 坐 标 与 底 边 一 个 很 小 一 段 区 间 相 有 乘 就 得 到 一 个 
很 小 部 分 的 面积 ， 曲 线 下 的 总 面积 就 是 所 有 这 些 面积 朋 
的 和 。 这 实际 是 奥 雷 姆 ， 伽 利 略 、 笛 卡 儿 和 其 他 - 些 人 
“在 证 明 他 们 的 落体 运动 定律 中 的 无 限 小 的 概念 ， 所 不 同 
@ 由 于 替 佩 在 这 个 错误 上 追随 某 些 老 历 史学 家 的 观点 ， 使 得 他 在 其 

《 微 积 分 的 历史 > 中 , 对 牛顿 所 作 的 全 面 说 明 失 去 了 价值 。 参 见 烙 尔 哈 特 脱 : 


《高 等 分 析 的 发 现 w， 第 25 页 附注 ; 格 尔 哈 特 脱 , 《关于 争论 的 历史 >, 第 13f 
页 。 
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药 是 , 这 些 人 是 通过 所 有 这 样 小 单元 之 和 来 求 总 面积 ,而 
牛顿 是 通过 一 点 上 的 变化 率 来 求 出 整个 面积 。 要 用 一 个 
确切 的 方式 来 说 清 牛顿 这 个 瞬时 变化 率 的 思想 究 责 是 怎 
么 一 回 事 , 是 困难 的 , 但 是 他 很 可 能 把 它 作为 类 似 于 速度 
概念 的 东西 , 这 种 伽利略 的 速度 概念 是 人 们 如 此 熟悉 , 而 
没有 严格 地 定义 过 的 。 对 于 一 个 彻底 的 经 验 主义 者 说 来 ， 
数学 是 方法 而 不 是 说 明 , @ 牛顿 明显 地 认为 怀疑 豚 时 运 
动 的 任何 企图 是 与 形而上学 纠缠 在 一 起 ， 于 是 就 这 样 吉 
免 了 作出 定义 。 尽 管 如 此 ， 他 仍然 接受 了 这 个 概念 并 且 
用 它 作为 第 二 本 和 内 容 更 广博 的 微 积 分 论述 的 基础 ， 如 
他 在 < 流 数 法 与 无 穷 级 数 ?中 给 出 的 那样 ， 一 此 书 大 约 
写 于 1671 年 , 但 直到 1736 年 才 发 表 。 
在 这 本 书 中 ， 和 牛顿 引进 了 他 独特 的 记 法 和 概念 。 在 
这 里 他 把 他 的 变量 看 作 是 由 点 、 线 , 面 的 连续 运动 所 生成 
的 , 而 不 是 无 限 小 单元 的 集合 , 这 个 观点 在 < 分 析 学 ?中 出 
现 过 。 正 如 巴 罗 以 为 时 间 的 特性 是 匀速 流动 一 样 ， 他 的 
学 生 牛 顿 也 是 这 样 , 虽然 没有 “正式 地 考虑 时 间 ?, 但 这 影 
响 了 他 把 连续 运动 作为 其 体系 中 的 基本 。 这 个 概念 ， 牛 
顿 似乎 感到 是 具有 充分 说 服 力 的 ， 并 通过 直观 了 解 得 如 
此 清楚 ， 以 至 于 没有 必要 作出 进一步 的 定义 。 牛 顿 称 变 
化 率 为 流 数 ， 用 字母 上 冠 以 一 点 ， 叫 作 *“ 记 标 字母 来 表 
未 称 变化 的 量 为 流量 ， 在 这 方面 使 用 了 很 早出 现在 “ 计 
算 大 师 ? 著 作 中 的 名 词 。 这 样 一 来 , 假定 * 和 y 是 流量 ， 
则 他 们 的 流 数 是 过 和 儿 ， 附 带 说 一 句 ， 牛 顿 在 其 它 地 广 
进一步 指出 ， 人 们 可 以 依次 把 流 数 之 和 乡 看 作 由 艺 和 外 
名 伯 特 : 《形而上学 的 基础 >% 第 208 一 210 页 。 
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表示 其 流 数 的 流量 , 等 等 。 其 流 数 是 = 和 9 的 流量 , 牛顿 
用 过 和 乡 来 表示 ， 其 流 数 是 后 面 两 者 的 流量 又 写作 清和 
少 等 等 。 

在 < 流 数 法 中 ， 和 牛顿 清楚 地 陈述 了 微 积分 的 基本 问 
题 是 ,已 知 量 的 关系 , 要 算出 它们 的 流 数 ; 以 及 反 过 来 .@ 
按照 这 个 问题 和 新 的 记 法 ， 牛 顿 给 出 他 的 方法 的 例子 。 
这 些 可 以 用 求 y=z 的 流 数 作为 例子 来 说 明 。 他 在 这 个 
情况 下 的 方法 与 “分 析 学 》 中 早期 的 论述 只 有 微细 的 区 
别 。 如 果 。 是 个 无 限 小 的 时 间 区 间 ， 那 么 z 和 2 将 是 
变量 和 9 的 无 限 小 壤 量 或 豚 。 在 y= zx 中 ， 人 们 就 用 
z+ 因 代替 必 用 9% 二 go 代替 2 纺 并 象 以 前 那样 用 二 项 式 
定理 展开 , 略 去 不 包括 o 的 项 , 并 通 除 以 o。 此 外 , 因 o 补 
设 为 无 限 小 , 所 以 含有 它 , 即 量 之 瞬 的 项 相对 于 其 它 项 来 
说 可 以 被 看 作 零 , 从 而 可 以 忽略 不 计 。@ 

当然 , 结果 乡 = wan- 葬 和 牛顿 以 前 在 “分 析 学 > 中 不 
用 流 数 法 得 出 的 结果 是 相同 的 。 必须 注意 ， 这 里 流 数 概 
念 的 引入 对 于 早期 的 工作 不 是 一 个 本 质 的 修正 。 和 在 
1669 年 的 论述 一 样 , 坚持 引入 无 限 小 ， 但 用 伽利略 的 瞬 
或 才 布 斯 的 倾向 (conatus) 的 动力 学 形式 而 不 是 卡 瓦 列 
里 的 静 力学 的 不 可 分 量 形式 。 这 个 改变 仅 适 合 于 从 直观 
上 排除 不 可 分 量 学 说 的 生硬 之 处 (正如 牛顿 自己 所 说 
的 ) 。 在 思想 上 ， 忽 略 无 限 小 项 的 合理 性 的 论证 , 应 该 是 
恰 在 同一 个 基础 上 来 作出 的 , 不 管 它 是 写作 及 e wo 还 

人 “小 集 2, 卷 , 第 55, 61 页 。 


@@ “小 集 >, 卷 工 , 第 60 页 。 我 们 这 里 所 介绍 的 例子 9 一 思 , 不 是 牛顿 所 
写 的 形式 , 但 在 形式 和 论证 上 , 可 作为 他 所 举 出 的 一 些 例子 的 代表 。 
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是 ox。 和 牛顿 自己 也 似乎 感到 在 这 里 有 极限 概念 的 某 种 需 
要 ， 因 为 他 指出 流 数 从 不 是 单独 地 而 总 是 在 比 中 来 考虑 
的 。 后 来 , 当 牛 顿 企图 摆脱 无 限 小 时 , 他 更 强烈 地 强调 了 
这 个 事实 。 

他 思想 中 的 第 三 个 阶段 很 明显 地 表现 在 < 曲 线 求 积 
术 > 中 ， 这 篇 文章 写 于 1676 年 ， 但 直到 1704 年 才 发 表 。 
在 这 篇 论文 中 ， 和 牛顿 企图 排除 无 限 小 的 所 有 痕迹 。 数 学 
量 不 应 看 作 是 由 瞬 或 非常 小 的 部 分 所 组 成 ， 而 应 看 作 由 
连续 运动 所 描绘 。 在 求 z 的 流 数 时 , 牛顿 差不多 同 在 《 流 
数 法 ?中 一 样 进行 ， 用 (xz 十 o) 代替 zx。 按照 流 数 的 一 套 符 
号 , 本 来 应 该 用 oz 而 不 是 用 " 来 表示 的 增 量 ， 但 是 由 


于 和 牛顿 在 这 里 只 讨论 一 个 变量 ， 它 的 流 数 就 可 。 


取 作 一 个 单位 。 在 G+o)" 的 二 项 式 展 开 中 , 减 去 

果 自 然 就 是 相应 于 z 中 的 变化 " 而 在 允 
现在 代替 了 通过 理由 可 疑 的 删 去 一 些 项 来 完成 这 个 论 
证 ， 牛 顿 构成 ” 的 变化 与 痉 的 变化 之 比 , 即 : 工 比 za 


+a(2 oor-2+…， 并 且 ， 在 这 里 面 他 让 o 接近 于 
零 -一 -让 它 消失 。 结 果 为 比 -2 我 们 应 称 之 为 变化 


率 的 极限 ， 但 牛顿 却 叫 作 最 终 变化 率 一 一 这 个 术语 以 后 
在 思想 上 引起 一 些 混 乱 。 这 个 “消逝 增 量 ” 的 最 终 比 和 
“初生 宗 量 ?的 最 初 或 第 一 个 比 是 相同 的 。 人 
流 数 之 比 也 是 一 样 。 

在 上 面 的 论述 中 ， 导数 的 实质 比 在 牛顿 革 作 中 任何 
其 它 部 分 更 明白 地 提出 来 ， 重 点 在 于 一 个 变量 的 函数 而 
不 在 于 一 个 多 变量 的 方程 ， 在 于 自 变量 的 变化 与 函数 的 


变化 的 比 的 构成 ， 最 后 在 于 决定 这 个 比 当 变化 趋 于 零 时 
的 极限 。 内 带 说 一 句 , 象 牛顿 所 表达 的 比 , 在 现代 的 导数 
中 通常 是 倒 过 来 的 。 还 有 , 在 后 顿 的 思想 中 , 某 些 因素 是 
作为 无 用 而 被 放弃 : 他 用 时 间作 为 辅助 的 自 变 量 , 现在 不 
再 加 以 考虑 ; 将 极限 比 作为 一 个 单一 的 数 , 而 不 作为 两 个 
变化 率 的 商 。 如果 牛顿 能 以 更 多 的 时 间 , 用 最 终 比 来 澄清 
在 他 证 明 中 的 思想 因素 , 那么 在 哥 西 时 代 的 前 一 世纪 , 微 
积分 可 能 已 建立 在 导数 概念 之 上 了 。 在 牛顿 最 初 发 表 关 
于 他 的 新 分 析 学 论文 中 , 他 提出 了 这 种 类 型 的 论点 ; 但 他 
不 幸 在 流 数 法 说 明 中 , 用 了 他 早期 文章 中 无 限 小 的 术语 。 

牛顿 发 明 微 积分 , 如 他 在 * 求 积 术 中 所 说 的 , 可 追溯 
到 1665 年 和 1666 年 。 在 随后 的 十 年 中 ， 正 如 我 们 所 看 
到 的 , 他 写 过 三 篇 关于 他 的 方法 的 文章 , 但 一 篇 也 没有 发 
表 。 76 年 , 他 发 觉 菜 布 尼 薄 正在 研究 同样 的 问题 ， 于 
是 在 当年 十 月 二 十 四 日 通过 奥 尔 登 堡 写 信 给 莱 布 尼 英 ， 
在 这 封 信 中 , 他 用 字 这 的 形式 谈 了 他 的 微 积 分 基本 问题 。 
这 可 以 看 出 他 的 唯一 企图 是 说 明 他 是 首先 发 明 微 积分 
的 。 这 封 谜语 式 的 信和 倒 次 序 地 译 出 来 是 “在 一 方程 中 
已 给 定 任意 多 个 量 的 流量 , 要 求 出 流 数 以 及 倒 过 来 >。 微 
积分 问题 的 类 似 说 法 也 包含 在 他 已 完成 的 《 流 数 法 ?和 
《 求 积 术 > 之 中 。 

在 这 封 信 中 , 他 还 承认 他 受益 于 沃 利 斯 、 久 姆 斯 " 格 
雷 戈 里 .斯 卢 斯 和 其 他 人 , 但 没有 给 一 个 有 关 他 的 方法 的 
说 明 。 他 第 一 次 发 表 的 微 积分 的 报告 是 在 十 多 年 后 1687 
年 出 版 的 著名 的 “自然 哲学 的 数学 原理 ? 一 书 中 , 稍微 附 
带 地 提 到 。 这 本 书 中 关于 速度 加速度、 切线 、 曲率 等 命 
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` 题 大 多 是 那些 现在 用 微 积分 方法 处 理 的 ， 但 牛顿 却 用 综 
合 几何 证 明 的 形式 来 叙述 , 而 几乎 没有 一 点 分 析 的 计算 。 
尽管 如 此 ， 他 在 该 书 的 一 些 地 方 还 是 给 出 了 较 一 般 观点 
的 说 明 。 

在 卷 工 的 一 系列 引 理 中 , 他 叙述 了 发 表 在 《曲线 求 积 
术 * 一 文中 的 论证 方式 。“ 量 , 以 及 量 之 比 , 当 它 们 在 任何 
有 限时 间 内 连续 地 趋 于 相等 ， 并 在 该 时 间 结 束 前 彼此 较 
任何 给 定 的 差 更 为 接近 时 , 则 终 成 为 相等 ,” 当 然 ， 这 是 
诸如 史 蒂 汶 、 瓦 雷 里 欧 、 圣 文 森 特 的 格雷 芒 里 、 塔 训 、 沃 
利 斯 和 其 他 人 所 试图 取代 希腊 穷竭 法 的 一 般 极限 命题。 
事实 上 ， 在 圣文森特 的 格雷 苹 里 的 著作 中 的 一 节 里 用 
“终点 ?一 词 来 表示 一 个 级 数 的 极限 ， 可 能 是 牛顿 如 此 经 
常 地 应 用 的 “最 终 比 ” 的 来 源 。 生 顿 的 极限 观点 象 其 他 
早期 作者 一 样 , 是 采用 几何 直观 的 , 这 就 使 他 作出 意义 含 
糊 的 陈述 。 例 如 他 说 ,“ 弧 、 弦 和 切线 任何 两 个 相互 的 最 
终 之 比 是 等 量 的 比 ? 而 且 稍 后 , 他 说 到 “逐渐 消失 的 三 角 
形 的 最 终 形 式 ? 的 相似 性 。 

这 些 说 明了 牛顿 不 是 如 我 们 现在 所 做 的 那样 ， 将 表 
示 所 含 的 几何 量 的 (算术 ) 长 度 的 数列 ， 当 长 度 成 为 无 限 
小 时 的 极限 , 作 算术 的 考虑 ; 同时 亦 说 明了 他 受 十 七 世纪 
无 限 小 观点 的 影响 ， 所 考虑 的 是 几何 的 终极 不 可 分 量 。 
确实 ， 他 从 来 不 用 最 终 弧 、 弦 或 三 角形 的 表达 式 , 而 只 用 
那些 对 最 终 比 或 最 终 形态 能 够 作出 严格 地 正确 抽象 的 解 
释 的 表达 式 。 但 这 很 能 引导 人 们 用 无 限 小 的 直观 这 种 具 
有 吸引 力 的 观点 来 表达 。 但 是 牛顿 理解 到 包含 在 无 限 小 
的 朴素 观点 中 的 困难 。 这 在 他 的 《原理 ?中 的 进一步 叙述 
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可 以 看 出 。 他 说 : “消失 量 的 最 终 比 严格 地 说 并 不 是 最 终 
量 的 比 , 而 是 这 些 量 无 限 减 小 时 它们 之 比 所 趋 近 的 极限 ， 
并 且 虽 然 它们 能 比 任何 给 定 的 无 论 什么 差 值 都 接近 于 
它 ， 但 在 这 些 量 无 限 减 小 之 前 ， 既 不 能 超过 也 不 能 达到 
它 。 这 是 牛顿 给 出 的 关于 最 终 比 的 性 质 最 清楚 的 论 述 ， 
但 我 们 将 看 到 , 他 的 < 原理 ? 卷 II 中 一 个 引 理 中 继续 进行 
这 种 论证 时 ， 它 的 叙述 又 更 强烈 地 依赖 于 无 限 小 量 的 思 
想 ， 而 极限 概念 有 些 含糊 地 作为 基础 隐 含 在 里 面 。 正 是 
这 种 铅 乏 算术 上 的 清晰 性 , 引起 了 下 一 世纪 的 论战 ,不仅 
关于 牛顿 流 数 的 有 效 性 ， 而 且 也 关于 牛顿 上 面 论述 以 及 
与 之 类 似 的 其 它 似 述 的 真正 意义 是 什么 。 

由 于 < 原理 ?是 用 旧 的 综合 几何 方式 写成 ， 那 么 涉及 
到 流 数 法 是 不 多 的 。 然 而 , 在 卷 II 中 , 第 一 次 公布 了 “ 流 
数 法 一 般 方法 的 基础 "。 在 这 里 ， 可 以 找到 基本 原理 的 
令 述 ,“ 任 何 生成 量 (genitum) 的 瞬 等 于 生成 它 的 各 部 
分 的 瞬 乘 以 这 些 部 分 的 等 指数 和 它们 的 系数 ”牛顿 
首先 对 于 乘积 4B 证 明 如 下 ， 取 4B 表示 抢 形 ， 并 让 
边 4 和 厂 分 别 减 少 4 和 椰 8。 于 是 减 小 了 的 面积 是 
4B- 于 aB- 豆 24+ 于 ml。 现在 让 4 的 边 分 别 增 
加 豆 a 和 总 b, 则 增 大 了 的 矩形 面积 是 4B 十 二 oB 
+ 豆 54+ 玉 8。 从 最 大 的 矩形 减 去 最 小 的 矩形 ， 人 们 
得 到 “B+b4 作为 对 应 于 4 与 瑟 的 肚 4 与 5 的 原 矩形 
的 瞬 这 就 证 明了 对 于 这 乘积 的 命题 。 若 4= 孔 则 全 的 
瞬 就 由 2u4 决定 。 
2ft0 ， 


通过 利用 减 量 3 与 却 上 和 增 量 于 a 与 可 代 堆 
增 量 o 和 0。 牛顿 在 这 里 避免 了 略 去 无 限 小 项 吧 的 必要 
性 。 牛 顿 就 这 样 直 截 了 当地 只 用 了 一 阶 无 限 小 量 一 一 在 
这 里 就 看 到 他 的 工作 与 某 布 尼 蒋 的 区 别 一 一 而 他 对 上 述 
命题 的 处 理 方法 后 来 被 公正 地 作为 隐 含 了 对 二 阶 无 限 小 
的 忽略 而 受到 批评 。 

在 求 4BC 的 瞬时 ， 牛 顿 令 4B = G 并 应 用 了 定理 
的 第 一 部 分 ， 得 到 c4B+T8C4+aBC 作为 结果 。 令 4= 
妃 = C, 则 42 的 瞬 就 变 成 了 3a4?。 用 类 似 的 方法 ， 对 于 
正 整 数 寡 4" 的 瞬 可 求 出 为 wa4"-:。 可 以 看 到 同 禅 的 
结果 对 于 负 知 指数 也 是 成 立 的 。 这 从 下 面 的 考虑 可 以 明 


白 。 令 到 为 二 的 瞬 , 则 从 二 .4= 工 和 关于 求 乘积 的 朋 
的 方法 ， 人 们 得 到 也"a+4.m=0 或 由 = 一 -对 。 这 个 


论证 容易 推广 到 包括 所 有 负 整 数 笑 ， 并 且 ， 稍 微 做 些 修 
改 , 它 对 所 有 变量 的 分 数 寡 的 乘积 也 是 适用 的 。 
牛顿 说 过 ， 这 是 他 求 切线 和 求 积 方法 的 基础 ,而且 ， 

事实 上 这 些 法 则 结合 无 穷 级 数 的 应 用 ， 足 以 得 到 流 数 法 
的 本 质 结 果 。 然 而 , 因为 牛顿 在 这 里 对 他 的 方法 及 其 正确 
性 的 论述 给 出 这 样 一 个 令 人 遗憾 的 简短 的 说 明 ， 并 在 卷 
开 中 把 这 种 简短 论述 以 隐 降 的 引 理 @ 形式 插入 其 它 的 命 
题 中 , 人 们 对 于 它 被 提出 的 认真 性 表示 了 某 些 怀疑 。@ 
一 加 这 丢 壮 IT 第 277_280 页。 

@ 莫 里 茨 . 康 托 尔 (4 讲义 > 卷 II, 第 192 页 ) 并 不 重视 < 原理? 中 那 


些 引 理 , 而 措 伊 滕 (< 关于 数学 史 的 注 记 >，1895, 第 249 页 ; 亦 见 < 十 六 、 十 七 
世纪 的 数学 史 >%， 第 382 一 384 页 ) 很 重视 这 些 引 理 在 微 积分 中 的 重要 性 。 
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当然 ， 象 这 样 在 原理? 中 首先 发 表 的 微 积 分 的 基础 
可 以 在 牛顿 的 瞬 之 性 质 中 找到 , 但 正 是 在 这 里 , 他 的 语言 
是 非常 不 清楚 的 。 在 这 一 点 上 他 说 ,“ 有 限 元 不 是 退 ， 而 
是 由 瞬 所 生成 的 量 。 我 们 应 该 把 它们 想象 为 有 限量 的 初 
生 要 素 " 。 他 或 许 了 解 到 ， 这 种 论述 使 他 的 瞬 与 卡 瓦 列 
里 . 费 尔 马 和 巴 罗 的 无 限 小 一 样 的 模糊 , 因而 为 自己 辩 白 
补充 说 “在 这 个 引 理 中 , 我 们 并 不 是 把 瞬 的 量 , 而 是 把 它 
们 最 初 的 比 作为 初生 的 。" 这 看 来 象 试图 引入 曾 在 卷 工 中 
表达 过 的 极限 论 , 在 这 书 中 他 把 比 当 作 最 终 的 , 而 没有 特 
别 指出 构成 比 的 量 是 这 样 的。 尽管 如 此 ， 在 求 4B 的 瞬 
中 ， 要 看 出 应 该 怎样 设想 比 的 极限 是 困难 的 。 我 们 在 这 
里 必须 考虑 到 两 个 变量 ， 面 临 着 偏 微分 的 等 价 物 ， 除 非 
我 们 用 时 间作 为 一 个 独立 的 自 变量 ， 正 如 牛顿 下 面 所 提 
到 的 那样 。 或 许 意识 到 用 无 限 小 的 比 来 说 明 这 个 命题 的 
困难 ,牛顿 又 附加 了 另 一 个 说 明 ,“ 假 如 我 们 用 量 的 增 减 
的 速度 〈 他 们 也 可 以 叫 作 量 的 运动 、 变 化 和 流 数 ) 或 者 
用 和 那些 速度 成 正比 的 任何 有 限量 来 代替 瞬 ， 都 是 一 样 
的 。 

综 上 记述, 我 们 看 到 , 牛顿 首先 想到 无 限 小 量 妓 不 是 
有 限 的 ， 也 不 正巧 是 零 。 在 下 一 个 世纪 ， 这 方法 恰当 地 
被 批评 为 “逝去 的 量 的 鬼 红 ”。 这 些 带 来 理解 上 太 大 的 困 
难 , 于 是 牛顿 接 下 来 集中 注意 于 它们 的 比 , 这 一 般 是 个 有 
限 数 。 知 道 了 这 个 比 ， 人 们 现在 对 于 组 成 比 的 无 限 小 量 
就 可 以 用 任何 其 它 容易 想象 的 有 相同 比 的 有 限量 来 代 
蔡 ， 璧 如 那些 被 设想 成 为 方程 中 所 含量 的 速度 或 流 数 的 
量 。 这 样 牛顿 在 “原理 > 中 提供 了 新 分 析 的 三 个 解释 方 
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法 ， 一 个 是 用 无 限 小 的 (在 他 的 第 一 部 著作 《分析 学 》 中 
所 采用 的 );， 一 个 是 用 最 初 与 最 终 比 或 极限 的 (特别 是 在 
《 求 积 术 > 中 给 出 ， 并 且 仔 乎 是 他 认为 是 最 严密 的 观点 ); 
还 有 一 个 是 用 流 数 的 (在 他 的 《 流 数 法 》 一 书 中 给 出 ， 而 
且 看 来 也 是 最 强烈 地 诉 于 他 的 想象 的 一 个 ) 。 和 牛顿 能 这 
样 提供 出 本 质 上 等 价 的 三 个 观点 ， 告 诉 了 我 们 他 是 如 何 
不 把 他 的 方法 看 做 是 与 他 的 前 辈 和 同时 代 人 的 稍微 等 同 
的 方法 绝 然 不 同 的 。 在 《 求 积 术 > 中 ， 在 说 了 他 把 量 看 成 
是 由 连续 运动 所 描述 的 和 用 最 初 与 最 终 比 的 方法 之 后 ， 
他 断言 ， 他 的 方法 和 古代 几何 是 一 致 的 ， 并 且 在 《原理 》 
中 ， 他 还 承认 莱 布 尼 茨 在 考虑 量 的 生成 时 也 有 类 似 的 方 
法 一 一 可 是 这 个 说 明 在 以 后 的 版 本 中 却 又 被 删 去 了 。 事 
实 上 , 在 求 流 数 之 间 的 基本 关系 时 , 流 数 法 是 依赖 于 某 些 
其 它 方法 的 ， 如 极限 或 无 限 小 的 方法 。 虽 然 牛 顿 明显 地 
倾向 于 把 他 的 流 数 法 与 求 极 限 比 的 思想 联系 起 来 ， 但 他 
仍然 经 常用 无 限 小 来 处 理 ， 以 致 我 们 将 看 到 许多 他 的 后 
继 者 把 流 数 本 身 作 为 无 限 小 量 来 解释 ， 把 它们 与 瞬 混 淆 
起 来 。 
牛顿 自己 在 整个 前 期 工作 中 经 常用 无 限 小 的 概念 ， 
但 在 他 的 后 期 著作 中 渐渐 变 得 小 心 谨慎 。 发 表 在 沃 利 斯 
16983 年 的 “代数 > 中 的 “ 求 积 术 > 的 一 部 分 中 ， 牛 顿 说 过 ， 
乘 以 。 的 项 他 是 作为 无 限 小 而 略 去 , 于 是 得 到 结果 .@ 另 
一 方面 ,在 这 部 著作 的 芝 704 年 发 行 版 中 ， 他 又 明白 地 说 
“在 数学 中 误差 是 不 可 以 忽视 的 , 无 论 它 怎 样 小 ”结论 不 
人 见 德 摩根 :《 无 限 小 在 英国 的 早期 历史 第 324 页 。 亦 见 卡 约 里 : 
“牛顿 的 流 数 法 % 第 192 页 , 和 雷 甫 生 :《 流 数 法 的 历史 > 第 葵 页 。 
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应 该 赁 简单 地 抹 去 无 限 小 项 ， 而 应 该 求 出 当 各 项 消失 为 
零 时 的 最 终 比 来 得 出 。 然 而 ， 就 在 这 以 后 ， 他 还 是 没 
有 完全 放弃 无 限 小 ， 而 继续 把 瞬 说 成 无 限 之 小 的 东西 。 
而 且 ， 由 于 当 和 牛顿 要 表示 朋 的 时 候 ， 有 时 没有 用 o 来 乘 
流 数 ， 他 给 他 的 同时 代 人 在 对 于 流 数 的 思想 上 增加 了 混 
乱 。 虽 然 他 说 ， 凡 是 用 加 上 点 的 字母 表示 瞬 ， 而 没有 字 
母 " 的 地 方 ， 这 个 字母 始终 应 该 是 不 言 而 喻 的 ， 但 非常 
多 的 英国 数学 家 开始 把 流 数 与 菜 布 尼 欧 的 无 限 小 微分 联 
系 起 来 .@ 然而 ， 牛 顿 对 于 这 个 学 科 基础 的 最 后 观点 似 
乎 是 在 他 的 《“ 求 积 术 > 的 注释 中 指出 的 那样 ，“ 我 曾 力图 
证 明 ， 在 流 数 法 中 ， 没 有 必要 把 无 限 小 图 形 引 入 到 几何 
里 去 。? 

我 们 已 看 到 牛顿 关于 微 积 分 的 大 多 数 著 作 是 写 于 
1665 一 1676 年 这 一 时 期 ,但 没有 一 篇 是 在 这 段 时 间 内 发 
表 的 。 有 人 曾 揣测 ， 和 牛顿 关于 微 积分 三 个 主要 著作 的 迟 
迟 发 表 ， 主 要 是 由 于 他 对 这 门 学 科 的 逻辑 基础 不 满意 所 
引起 。 然 而 , 在 那 段 时 间 内 , 其 他 数学 家 也 正在 寻找 解决 
切线 、 极 大 与 极 小 以 及 求 积 问题 所 需要 的 一 般 原 理 。 费 
尔 马 的 方法 已 被 惠 更 斯 、 胡 德勤 、 斯 卢 斯 和 其 他 人 所 改 
进 ， 和 这 些 人 同时 代 的 是 那个 时 期 的 多 方面 的 天 才 莱 布 
尼 茨 , 他 与 牛顿 一 样 ,为 了 将 所 有 无 限 小 的 思想 归 到 一 个 
算法 程序 而 发 展 出 一 套 法 则 和 符号 表示 。 虽 然 菜 布 尼 英 
原来 把 兴趣 放 在 法 学 和 逻辑 学 ， 但 他 在 早期 还 是 写 过 一 
点 有 关 算术 和 运动 学 的 著作 。 然 而 ,1672 年 他 在 巴黎 会 

葡 蒂 克拉 (数学 史 >， 卷 开 ， 第 373 页 ) 把 牛顿 在 这 些 字母 上 的 候 
然 下 忽 , 误 认为 牛顿 把 速度 与 增 量 两 个 扫 念 混淆 起 来 。 
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见 了 惠 更 斯 ， 由 如 更 斯 的 鼓励 而 开始 深入 研究 数学 。 在 
1673 年 访问 伦敦 时 ， 他 会 见 了 许多 数学 家 ， 学 到 不 少 关 
于 无 穷 级 数 的 知识 , 获得 了 一 本 巴 罗 的 < 讲义 ,并 可 能 通 
过 柯林斯 知道 了 牛顿 的 < 分 析 学 * 。 在 他 回 巴黎 后 的 同一 
年 , 他 研究 了 卡 瓦 列 蜂 、 伽利略 , 托 里 拆 利 、 圣文森特 的 格 
雷 戈 里 . 罗 贝 瓦尔 . 帕斯卡、 笛 卡 儿 、 雷 恩 . 久 姆 斯 .格雷 区 
里 ,斯 卢 斯 . 胡 德 勒 和 其 他 人 的 数学 著作 。 因 而 全 布 尼 世 
在 无 穷 小 分 析 方面 的 背景 与 牛顿 没有 多 大 的 区 别 ， 因 为 
这 些 人 的 成 果 , 在 英格兰 如 同 在 欧洲 大 陆 一 样 是 熟知 的 。 
蒜 布 尼 欧 早期 的 数学 学 习 主要 是 在 几何 方面 ， 但 他 还 有 
另外 的 兴趣 ， 这 些 兴趣 可 能 对 他 的 分 析 的 形成 起 着 决定 
性 作用 。 他 的 第 一 篇 数学 论文 是 关于 组 合 分 析 方 面 的 ， 
而 且 他 始终 保持 一 个 强烈 的 算术 倾向 。 他 在 求 积 问题 
的 研究 中 的 第 一 批 成 果 之 一 就 是 “算术 四 边 形 性 "在 
这 里 他 求 出 一 个 单位 圆 的 面积 是 无 穷 级 数 1- 子 + 志 
一 子 +… 的 四 倍 。 这 些 形式 的 和 算术 的 考虑 ， 现 在 与 


莱 布 尼 欧 已 开始 掌握 的 几何 在 一 种 有 趣 的 方式 下 结合 
起 来 。 
在 莱 布 尼 欧 这 段 时 间 的 研究 中 ， 他 致力 于 切线 问题 
以 及 求 积 问题 ， 并 且 根 据 “ 特 征 三 角形 ” 一 一 曾 以 各 种 
形式 出 现 的 ， 特 别 是 出 现在 托 里 拆 利 、 费 尔 马 和 巴 罗 的 
著作 中 的 微分 三 角形 一 -为 基础 得 到 一 个 解 。 要 确定 导 
致 业 布 尼 蒋 发 明 微 积分 的 那些 事件 的 起 源 是 困难 的 ， 但 
他 自己 在 三 十 年 以 后 的 一 封 信 中 ， 认 为 他 使 用 微分 三 角 
形 是 受到 大 约 1673 年 在 帕斯卡 的 < 关于 四 分 之 一 国 周 的 
.2 扳 。 


正弦 论著 中 所 碰 到 的 图 形 (前 面 图 18) 的 启发 .@ 莱 布 
尼 茨 说 , 在 读 由 斯 卡 书 中 的 这 个 例子 时 , 一 个 想法 马上 在 
他 脑 际 涌现 , 并 且 他 认识 到 帕斯卡 所 不 曾 认 识 到 的 是 , 求 
曲线 的 切线 依赖 于 纵 坐 标 与 横 坐 标的 差 值 ( 当 这 些 差 值 
变 成 无 限 小 时 ) 之 比 ， 而 求 积 依赖 于 在 横 坐 标的 无 限 小 
区 闻 上 的 纵 坐 标 之 和 或 无 限 薄 矩 形 之 和 。 而 且 这 种 求 和 
求 差 的 运算 是 互 送 的 。 同 样 ， 巴 罗 在 某 种 意义 上 也 理解 
到 了 这 一 点 ， 他 的 关于 切线 的 和 。 方法 就 包含 纵 坐 标 
和 横 坐 标的 差 值 , 他 的 求 积 就 是 由 无 限 小 求 和 得 到 的 , 他 
的 可 逆 性 定理 就 显示 出 两 个 问题 之 间 的 关系 ， 但 他 从 没 
有 把 它们 发 展 到 统一 的 运算 方法 中 。 另 一 方面 ， 由 于 惠 
更 斯 的 鼓励 , 菜 布 尼 茨 继续 研究 了 特征 三 角形 , 并 把 这 项 
工作 与 他 从 前 对 组 合 分 析 的 兴趣 结合 起 来 。 

在 帕斯卡 的 调和 三 角形 和 算术 三 角形 中 ， 存 在 着 有 
趣 的 关系 。 例 如 , 在 算术 三 角形 中 , 任何 元 素 是 所 有 在 上 
面 一 行 左边 各 项 之 和 ， 也 是 紧 佬 它 下 面 的 两 项 之 差 。 类 
似 地 , 在 调和 三 角形 中 , 任何 元 素 是 在 下 一 行 右 边 各 项 之 
和 , 同时 它 也 是 紧 靠 它 上 面 的 两 项 之 差 。 

这 就 是 说 , 在 帕斯卡 的 算术 三 角形 中 , 设 任意 一 行 上 
的 数 记 为 必 则 下 面 第 一 行 的 各 项 将 是 从 左 向 右 读 直到 
这 点 所 有 2 的 和 ; 下 面 第 二 行 的 各 项 将 是 所 有 z 的 和 的 

电 。 格 尔 哈 特 脱 和 模 伊 滕 着 重 指出 牛顿 是 得 益 于 帕斯卡 的 。 蔡 尔 德 认 
为 ， 虽 然 菜 布 尼 茨 曾经 发 现 从 巴 罗 那里 得 到 启发 的 微分 三 角形 的 形象 比 从 
帕斯卡 那里 所 得 的 更 清楚 , 但 牛顿 没有 提 到 巴 罗 , 这 可 能 是 由 于 他 不 愿 指出 
巴 罗 对 他 的 帮助 , 也 可 能 是 由 于 他 忘记 了 巴 罗 对 他 的 影响 。 特 别 参见 4 菜 布 


尼 获 初期 数学 手稿 ?第 全 一 16 页 中 关于 这 方面 的 图 形 的 讨论 ; 也 可 参见 在 
文献 目录 中 引用 到 的 格 尔 哈 特 脱 和 措 伊 腾 两 人 的 著作 。 
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和 等 等 。 相 反 地 ， 上 面 的 各 行 表示 差 ， 差 的 差 等 等 。 同 
样 ， 在 调和 三 角形 中 ， 对 任 一 行 的 元 素 ， 它 们 王 面 项 表 
示 差 ， 差 的 差 等 等 ， 而 上 面 的 项 是 一 些 和 ， 和 的 和 等 
等 一 一 然而 是 从 右边 读 。 这 样 在 这 些 三 角形 中 ， 我 们 看 
到 和 与 差 是 互 逆 的 。 正 与 依赖 于 坐标 之 差 的 切线 问题 
一 样 ， 它 是 依赖 于 卡 瓦 列 里 的 意义 下 坐标 之 和 的 求 积 问 
题 之 逆 。 当 然 ， 算 术 三 角形 和 调和 三 角形 中 两 个 元 素 之 
差 是 有 限 值 的 ， 而 曲线 的 纵 坐 标 之 差 则 是 无 限 小 的 ， 并 
且 在 前 一 情形 下 可 用 的 公式 ， 在 曲线 情形 下 不 再 是 成 立 


D 


。 因此 , 发 展 一 种 求 无 限 小 量 的 和 、 差 的 运算 方法 ,对 
莱 布 尼 蒋 来 说 就 很 有 必要 了 。 看 来 ， 这 一 工作 他 是 在 
1676 年 左右 ， 正 当 牛 顿 在 写 * 求 积 术 ? 一 书 时 完成 的 。 大 
约 早 在 一 年 以 前 ， 他 已 采用 了 他 的 独特 的 记号 。 在 贝 努 
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里 兄弟 的 建议 下 ,他 先 用 | ”后 来 又 用 | zaz, 来 记 所 有 
z 的 “和 ”或 者 象 他 后 来 所 称 的 = 的 “积分 "。 他 把 > 什 
的 “ 差 ? 写 作 dz 一 一 虽然 开头 还 用 过 可 的 记 法 ， 意 思 是 


指 求 “ 差 ?要 关系 到 量 的 因 次 的 降低 。 

正 象 牛顿 在 “原理 中 由 求 乘积 42 的 瞬 开 始 一 样 ， 
莱 布 尼 茨 由 求 乘 积 zy 的 “ 差 ” 出 发 。 昌 然 菜 布 尼 欧 起 
先 对 他 的 方法 还 把 握 不 定 , 吃 不 准 4&cy) 跟 跑 嘱 以 及 


民 之 ) 跟 人 是 否 一 样 ,最 后 他 还 是 正确 地 回答 了 这 个 问 
题 ， 求 出 了 Gy) = zay+yaz， 和 1 (E) -2 


他 求 这 些 值 时 , 让 x 和 2 相应 地 成 为 z+dz 和 3 十 @y; 从 
新 的 函数 信 减 去 原来 的 函数 值 ， 并 注意 到 相对 于 zay 和 
yaz 来 说 ,dzdy 是 无 限 小 , 这 样 就 得 出 了 上 述 结果 。 

革 布 尼 获 建立 了 差 和 商 的 法 则 以后， 就 有 可 能 把 
它们 推广 到 一 个 变量 的 一 切 整数 寡 ， 得 到 zm 的 差 是 
maorxdz。 因 为 求 和 是 求 差 之 道 , 所 以 mm 的 积分 当然 就 是 
-到 江 。 我 们 有 时 看 到 在 以 前 的 研究 者 的 方法 中 , 后 一 结 
果 是 以 各 种 不 同形 式 下 导出 的 ， 但 只 有 在 牛顿 和 莱 布 尼 
菊 的 工作 中 , 它 才 是 作为 另 一 个 基本 运算 之 逆 而 导出 的 。 
将 这 种 流 数 与 卷 的 方法 的 导出 跟 卡 瓦 列 里 , 托 里 拆 利 、 罗 
贝 瓦尔 .帕斯卡 , 费 尔 马 、 沃 利 斯 等 人 的 求 积 法 相 比较 ,我 
们 就 会 相信 ， 这 种 运算 方法 在 运算 时 有 极 大 的 方便 。 正 
象 牛顿 把 流 数 法 则 作为 这 个 方法 的 基础 一 样 ， 革 布 尼 英 
也 认为 在 他 的 “ 差 与 和 "的 微 积分 中 求 * 差 "的 运算 是 基本 
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的 。 牛 顿 和 莱 布 尼 蒋 发 明 他 们 的 方法 时 ， 将 它们 跟 发 现 
基本 的 互 道 性 质 结合 在 一 起 , 从 此 以 后 , 这 种 观点 就 一 直 
为 初等 微 积分 所 沿用 。 一 般 说 来 , 微分 法 是 基本 运算 , 积 
分 法 则 只 是 被 看 作 微分 法 之 逆 。 

在 微 积 分 的 术语 上 ， 至 今 还 有 某 些 混乱 之 处 ， 这 是 
由 于 牛顿 和 莱 布 尼 茨 在 定义 积分 (并 非 求 积分 ) 时 意见 颇 
不 一 致 的 结果 。 牛 顿 定义 流量 为 给 定 的 流 数 所 生成 的 
量 一 一 即 以 给 定 的 量 作为 其 流 数 的 那个 量 ， 或 者 说 就 是 
流 数 之 逆 。 他 把 重点 放 在 不 定 积分 上 , 在 < 流 数 法 > 和 * 求 
积 术 中 都 有 相当 于 积分 表 的 内 容 。 莱 布 尼 茨 则 把 积 
定义 为 一 个 量 的 所 有 的 值 的 和 ， 或 无 穷 多 个 无 限 罕 的 和 拖 
形 的 和 , 或 者 如 近代 数学 所 表示 的 那样 , 定义 为 某 个 特征 
和 的 极限 。 在 初等 微 积 分 中 , 这 两 种 观点 长 期 共存 着 , 这 
里 有 两 种 积分 ， 不 定 积分 和 定 积分 。 我 们 现在 有 时 把 前 
者 称 为 “牛顿 意义 下 的 积分 ”, 而 把 后 者 称 为 “ 莱 布 尼 蒋 意 
义 下 的 积分 >, 9 它们 的 历史 根源 即使 现在 还 是 生动 地 浮 
现在 我 们 面前 。 但 是 不 应 过 分 地 强调 这 种 区 分 ， 因 为 牛 
顿 和 菜 布 尼 茨 都 很 清楚 积分 的 这 两 个 方面 .9 

牛顿 和 莱 布 尼 茨 所 以 害 认 为 是 微 积分 的 葛 基 者 ， 主 
要 是 因为 他 们 分 别 在 1665 一 66 年 和 1673 一 76 年 期 间 建 
立 了 如 上 所 述 的 方法 和 关系 。 在 这 两 个 发 明 者 的 工作 


@@ 参见 萨克斯 ;< 积分 论 % 第 122 页 。 

@ 稚 亿 (< 微 积 分 的 历史 > 第 186 一 187 页 ) 由 于 被 牛顿 的 符号 o 搞 糊 
涂 ， 因 而 他 对 这 个 问题 上 的 一 些 事实 完全 误解 。 他 认为 牛顿 把 不 可 分 量 的 
求 和 法 作为 基本 ， 而 认为 菜 布 尼 欧 反对 这 种 观点 ， 突 出 微分 法 运算 。 相反 
好 , 如 果 有 什么 区 分 的 话 , 则 情况 是 完全 倒 过 来 。 
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中 , 还 有 一 个 为 他 们 极其 着 重 的 方面 一 一 方法 的 一 般 化 。 
两 个 人 都 指出 ， 他 们 的 方法 跟 早期 历史 上 的 那些 方法 不 
同 ， 即 使 在 根 式 的 情况 下 也 能 适用 。 和 牛顿 主要 是 根据 无 
穷 级 数 来 证 明 这 个 结论 的 。 若 把 (xz 十 o)"” 按 二 项 式 定理 
展开 , 则 当 多 是 非 正 整数 值 时 ， 展 开 后 的 项 数 是 无 限 的 。 
要 是 级 数 不 收敛 ,用 这 个 定理 一 般 不 能 得 出 任何 结果 , 但 
是 ， 和 牛顿 及 其 一 世纪 后 的 继承 者 们 都 没有 充分 意识 到 需 
要 考虑 收敛 性 这 个 问题 。 在 这 一 点 上 ， 莱 布 尼 茨 也 许 比 
许多 他 的 同时 代 人 更 欠 遮 慎 ， 他 居然 一 本 正经 地 在 考虑 


无 穷 级 数 1-1+1- 工 +I-… 是 否 等 于 二 。 他 眼 沃 利 


斯 一 样 ， 把 一 些 只 在 少数 特殊 场合 下 证 明了 的 法 则 一 下 
子 就 推广 到 一 般 的 情况 。 虽 然 他 仅 对 整数 值 和 给 出 了 
如 之 “ 差 ? 的 法 则 的 证 明 , 却 声称 它 对 所 有 的 值 都 适用 , 并 
把 第 一 篇 付 印 的 微 积 分 论文 叫 作 * 关 于 极 大 和 极 小 以 及 
切线 的 一 种 新 方法 , 它 对 分 数 或 无 理 数 也 适用 ?。@ 

这 篇 六 页 的 微 积分 论文 ,刊登 在 1684 年 的 教师 期 
剧 ? 上 ,这 上 比 牛 顿 的 第 一 篇 论文 早 三 年; 它 肯 定 使 很 多 读 
者 望 而 生 厌 ， 无 意 问津 这 种 新 方法 。 甚 至 对 于 在 这 门 学 
科 早 期 阶段 的 推广 上 成 绩 卓著 的 贝 努 里 兄弟 来 说 ， 它 也 
“与 其 说 是 一 种 说 明 ,. 还 不 如 说 是 一 个 谜 >。 首 先 . 其 中 有 
很 多 印刷 错误 。 其 次 ， 莱 布 尼 欧 在 这 篇 文章 里 模仿 笛 卡 
儿 * 几 何 学 ? 那 种 干 意 的 .过 于 简约 的 写法 (虽然 在 后 来 的 


中 这 篇 文章 见 < 教 师 期 刊 2 1684 年 ,第 467 页 以 及 以 后 几 页 ， 见 < 数 
学 论文 集 % 卷 Y， 第 220 页 以 及 以 技 几 页 。 其 英文 译文 见 雷 十 生 的 《 流 数 
法 的 历史 ”第 19 一 27 页 。 
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文章 里 他 试图 作出 较 充分 的 解释 )。 这 篇 1684 年 的 论文 
中 , 除了 一 个 量 的 “ 差 ” 即 微分 的 定义 外 ,还 包括 和 、 积 、 
商 、 宪 、 根 的 微分 法 则 等 没有 证 明 的 内 容 , 另外 还 有 几 个 
关于 切线 和 极 大 、 极 小 . 扬 点 等 问题 的 应 用 例子 。 有 趣 的 
是 , 在 其 中 一 个 例子 里 , 莱 布 尼 茨 用 费 尔 马 原理 导出 了 折 
射 定 律 。 这 里 有 费 尔 马 的 影响 ， 费 尔 马 本 人 就 曾 给 出 一 
个 类 似 的 证 明 , 以 后 惠 更 斯 又 重复 了 他 的 工作 ; 但 莱 布 尼 
茨 在 文章 中 并 未 提 到 费 尔 马 的 名 字 。 这 篇 文章 没有 求 积 
法 的 内 容 , 但 在 两 年 后 登 在 “教师 期 刊 ? 上 的 另 一 篇 文章 
中 ,， 菜 布 尼 茨 在 这 类 问题 的 应 用 上 有 所 发 展 。 在 以 后 陆 
续 在 这 本 杂志 和 其 它 杂 志 上 发 表 的 文章 中 ， 他 对 他 的 微 
积分 作 了 进一步 的 发 展 和 应 用 一 一 如 求 对 数 、 指 数 的 微 
分 以 及 求 密切 图 形 等 等 。 
革 布 尼 茨 在 进行 这 一 工作 时 ， 意 识 到 他 是 在 创立 一 
个 新 的 学 科 。 有 一 种 说 法 认为 ， 只 是 在 莱 布 尼 茨 方法 取 
得 显著 成 功 以 后 , 牛顿 才 开 始 考虑 到 , 流 数 法 已 构成 一 个 
新 学 科 和 一 种 完整 的 数学 表达 形式 ， 而 不 只 是 对 早先 某 
些 法 则 的 有 用 的 修改 。 和 牛顿 在 1676 年 就 守 了 三 篇 关于 
他 的 方法 的 专门 论文 , 这 一 事实 就 否定 了 上 面 的 说 法 ; 但 
是 有 一 点 还 是 说 对 了 ， 那 就 是 莱 布 尼 茨 在 这 方面 表达 得 
比 牛 顿 更 有 力 。 他 说 ， 他 的 分 析 学 应 比 之 于 阿 基 米 德 方 
法 ， 正 象 维 埃 特 和 篆 卡 多 的 工作 比 之 于 欧 几 里 得 的 几何 
一 样 , 因为 它 无 需 想象 。 为 了 普及 他 的 方法 , 他 把 所 有 的 
运算 规则 ,. 即使 是 最 简单 的 ， 都 清楚 地 列举 出 来 , 写 得 就 
象 代数 规则 一 样 ， 同 时 还 指出 寡 与 根 的 互 道 关 系 跟 他 的 
“和 "? 与 “ 差 ?, 或 者 积分 与 微分 之 间 的 关系 是 相 类 似 的 。 
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莱 布 尼 茨 这 种 说 教 的 态度 ， 跟 牛顿 关于 他 的 流 数 法 
所 表现 的 绒 黑 态度 截然 不 同 ， 这 或 许 是 出 自 一 种 怕 被 别 
人 反对 的 病态 的 恐惧 感 。 至 于 他 的 方法 在 逻辑 上 和 哲学 
上 的 正确 性 , 他 却 不 如 牛顿 那么 强调 。 在 这 方面 , 他 不 曾 
作 过 真正 认真 的 努力 ， 因 为 他 觉得 微 积分 作为 一 种 运算 
方式 , 是 不 用 解释 而 自明 的 。 他 不 想 如 帕斯卡 那样, 把 无 - 
限 小 看 作 神 秘 之 物 ， 也 不 用 几何 直观 去 加 以 泪 清 。 如 他 
自己 所 说 的 , 他 仅仅 诉 诸 智力 , 更 强调 这 种 方法 的 运算 性 
质 。 在 这 种 意义 上 ， 他 也 许可 以 确 当地 被 称 为 在 数学 上 
相对 于 直觉 主义 的 形式 主义 的 芮 基 人 。 他 相信 ， 假 如 他 
清楚 地 给 出 了 适当 的 运算 规则 , 并 且 把 它们 应 用 得 恰当 ， 
就 一 定 会 得 到 某 种 合理 的 、 正 确 的 结果 , 无 论 在 所 用 符号 
的 含义 上 有 多 大 疑问 。 这 种 态度 正好 反映 了 当初 人 们 在 
虚数 问题 上 也 曾 体验 到 的 相应 的 困难 。 菜 布 尼 茨 跟 亚 里 
士 多 德 不 同 , 他 似乎 觉得 , 根据 充足 理由 律 ， 他 就 可 以 在 
这 方面 来 实现 从 可 能 性 到 现实 性 的 转变 。 但 由 于 同时 代 
人 的 纠缠 不 休 ， 他 还 是 要 不 时 地 去 试图 进一步 前 明 他 的 
微 积分 的 基本 概念 。 在 这 方面 ,他 阐述 得 很 不 清楚 , 而 且 
前 后 不 一 致 。@ 

莱 布 尼 茨 的 工作 中 自始至终 用 到 一 个 原理 ， 在 包括 
不 同 阶 的 微分 的 关系 中 , 只 要 保留 最 低 阶 的 微分 就 行 了 ， 
因为 所 有 其 它 的 微分 相对 于 它们 来 说 是 无 限 小 。 这 在 一 
种 新 的 代数 形式 下 ， 跟 罗 贝 瓦尔 和 帕斯卡 声称 一 条 线 与 

人 @ 专修 (《 微 积分 的 历史 >， 第 184 页 ) 坚持 认为 莱 布 尼 茨 的 思想 比 牛 ， 


顿 的 思想 更 深刻 且 精 确 ， 但 是 他 的 观点 是 建立 在 对 后 者 工作 的 错误 理解 上 
的 。 
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正方 形 相 比 可 以 作为 不 存在 时 的 说 法 , 实质 上 是 一 样 的 。 
莱 布 尼 茨 基于 几何 观念 所 提示 的 同 质 原 理 (Principle ol 
homogeneity)， 开始 对 不 同 阶 的 无 限 小 量 进行 了 分 析 。 
费 尔 马 . 巴 罗 和 和 牛顿 只 用 一 阶 无 限 小 量 , 莱 布 尼 茨 却 设想 
了 无 穷 多 的 阶 数 ， 这 种 设想 在 某 种 意义 上 对 应 于 他 的 哲 
学 图 式 中 单子 系统 的 无 穷 秩 数 。 然 而 ， 他 在 定义 一 阶 微 
分 时 还 有 些 游 移 不 定 ， 对 高 阶 微分 则 更 远 没 有 给 出 令 人 
满意 的 说 明 。 

莱 布 尼 茨 在 他 的 第 一 次 发 表 的 论文 中 ， 对 一 阶 微分 
给 出 了 唯一 的 一 个 使 人 满意 的 定义 。 他 说 ， 横 坐标 的 
微分 dz 是 个 任意 量 ， 而 纵 坐 标 y 的 微分 唉 则 定义 为 它 
与 民 之 比 等 于 纵 坐 标 与 次 切 中 之 比 的 那个 量 。 巴 罗 的 
切线 法 则 在 某 种 意义 上 已 经 包含 了 一 种 类 似 的 定义 ， 只 
要 把 其 中 的 “ 换 成 纵 坐 标 ，e 换 成 次 切 距 就 行 了 ; 但 巴 罗 
的 wc 和 ee 是 含糊 的 无 限 小 量 , 在 菜 布 尼 茨 的 上 述 定 义 中 , 
微分 却 是 有 限 的 ,确定 的 量 , 完全 可 以 和 今天 的 微 积分 里 
所 定义 的 相 比 拟 。 由 于 这 一 点 , 有 人 认为 “ 莱 布 尼 茨 从 新 
的 微 积分 的 一 开始 , 就 完全 象 哥 西 一 样 地 定义 了 微分 。” 

这 在 某 种 意义 上 是 对 的 ， 但 这 种 说 法 有 两 点 非常 容 
易 引 起 误解 。 首 先 ， 革 布 尼 茨 的 定义 在 逻辑 上 先 假定 切 
线 已 有 一 合适 的 定义 ， 正 如 哥 西 的 微分 有 赖 于 导数 概念 
一 样 ， 对 切线 和 导数 都 得 用 极限 去 解释 。 但 菜 布 尼 茨 跟 
哥 西 不 同 ， 他 把 切线 定义 为 连接 曲线 上 无 限 接 近 的 两 点 
的 直线 ， 这 段 无 限 小 的 距离 可 以 用 两 个 相 邻 变量 值 之 
间 的 微分 或 差 来 表示 。 这 构成 了 一 种 预期 理 由 (petitio 
prineipii) ， 表 明 莱 布 尼 蒋 思想 中 对 无 限 小 量 的 回避 仅仅 
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荐 表面 文章 。 当 然 ， 也 可 能 菜 布 尼 茨 是 打算 再 把 他 的 说 
法 按 极限 的 精确 意义 加 以 解释 的 ， 正 如 我 们 现在 说 切线 
是 通过 相 邻 或 重合 的 两 点 的 直线 一 样 ; 但 是 , 更 深入 地 研 
” 究 一 下 莱 布 尼 茨 的 文章 ， 就 会 发 现 这 种 看 法 是 对 他 整个 
思想 的 误解 。 最 近 的 研究 表明 ， 莱 布 尼 茨 的 全 部 工作 都 
是 以 微分 作为 基点 的 。@ 而 近代 数学 则 跟 哥 西 一 样 , 把 这 
个 概念 用 导数 来 定义 使 之 从 属于 极限 概念 。 这 种 观点 上 
的 转变 ， 原 因 在 于 莱 布 尼 菊 等 人 想 给 微分 下 一 个 令 人 满 
意 的 不 依赖 于 极限 方法 的 定义 , 结果 却 失 败 了 。 

莱 布 尼 茨 想 要 给 出 邻 人 满意 的 高 阶 微分 定义 的 努 
力 ， 没有 得 到 成 功 。 他 说 ，dadz 或 dz 对 于 dz 而 言 就 象 
dt 对 于 % 没有 区 分 自 变量 和 因 变 量 的 微分 。 与 此 类 似 
地 , 他 又 说 , 如 果 e:z= 鹃 :o 其 中 必 是 常数 , 叹 是 常数 
微分 , 则 dz :qz = 吧 :a 或 d2z:z= 叶 3:a2; 一 般 地 ，dez:z 
= 胡 “:wo 其 中 e 甚至 可 以 是 分 数 。 或 许 是 由 于 意识 到 这 
一 定义 不 能 一 直 适 用 , 他 后 来 给 出 了 一 个 几何 的 解释 , 它 
虽然 在 令 述 的 精确 性 上 有 所 欠缺 ， 但 能 用 导数 来 正确 地 
加 以 解释 。 已 知 任 一 曲线 , 设 dz 是 每 点 上 的 一 个 给 定 的 
量 , 取 人 使 四 与 婉 之 比 等 于 纵 坐 标 与 次 切 距 之 比 。 如 
果 对 于 曲线 的 每 一 点 , 我 们 在 同一 坐标 轴 中 作 一 新 的 点 ， 
其 纵 坐 标 跟 y 成 比例 ， 结 果 就 得 到 一 条 新 的 曲线 , 它 的 
微分 就 是 原 曲线 的 “微分 的 微分 "， 或 者 说 “两 阶 微分 ?。 


一 般 说 来 ， 这 个 几何 解释 跟 按 比 值 9% 画 出 每 一 点 而 得 
到 的 曲线 等 价 。 两 阶 微分 dzy 由 新 曲线 的 导数 所 确 
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定 一 一 也 即 由 原 曲 线 的 两 阶 导数 所 确定 。 不 过 莱 布 尼 获 
并 不 把 导数 作为 出 发 点 ， 所 以 不 能 认为 他 的 上 述 讲法 作 
出 了 合适 的 gzy 的 定义 ， 而 至 多 不 过 是 用 切线 作出 的 机 
的 定义 。 由 于 没有 合适 的 定义 , 微分 符号 真是 无 奇 不 有 。 
1695 年 约 朝 . 贝 努 里 在 给 某 布 尼 欧 的 一 封 信里 写 过 旬 
S 厢 -dy 和 -9 -gd-z= 0Jae 这 样 的 式 子 。 


在 缺乏 圆满 的 定义 的 情况 下 ， 莱 布 尼 茨 经 常 借助 类 
比 来 说 明 他 的 无 限 小 微分 的 实质 。 有 时 也 借用 牛顿 的 比 
傅 ， 把 他 的 微分 说 成 一 个 量 在 一 骨 间 的 增 量 或 减 量 。 他 
还 援引 堆 布 斯 的 思想 ， 说 便 向 对 运动 来 说 就 好 比 点 对 空 
闻 或 者 工 跟 无 限 的 关系 。 他 认为 无 限 小 是 对 量 的 消失 或 
萌生 的 研究 ， 跟 已 形成 的 量 截然 不 同 。 他 的 这 种 类 比 也 
用 于 二 阶 微分 上 。 倘 使 把 自然 界 中 的 一 个 运动 看 作 是 由 
一 条 线 画 出 的 ， 那 末 推 动 或 速度 就 可 用 一 个 无 限 小 的 线 
段 来 表示 , 而 加 速度 就 是 一 个 二 重 无 限 小 的 线段。 

莱 布 尼 茨 再 一 次 借助 几何 直观 说 ， 既然 点 与 线 不 同 
类 ,或 者 说 不 能 相 比 ,， 那 末 把 点 加 到 线 上 去 就 等 于 不 加 ，、 
因此 他 的 方法 中 的 高 阶 微分 也 就 同样 可 以 略 去 不 计 。 沿 
着 这 个 思路 , 他 还 说 , 如 果 把 几何 量 看 作 是 由 通常 的 代数 
量 来 表示 的 ， 那 未 跟 一 阶 微分 相关 的 量 是 切线 或 线 的 广 
向 ， 跟 高 阶 微分 相关 的 则 是 密切 度 或 曲率 。 在 这 个 意义 
上 , 微分 可 以 跟 欧 几 里 得 的 接触 角 相 比 , 这 种 接触 角 小 于 
任 一 给 定 的 量 , 但 又 不 是 零 。 

在 缺乏 严格 定义 的 情况 下 ， 某 布 尼 欧 继续 搞 他 的 类 

比 。 他 不 太 审慎 地 认为 一 个 量 的 微分 跟 那 个 量 本 身 之 间 
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的 关系 ， 就 好 比 是 质点 跟 地 球 或 者 地 球 半 径 跟 宇宙 半径 
之 间 的 关系 。 他 在 别处 又 说 ， 因 为 地 球 相对 于 手 里 拿 着 
的 小 球 来 说 是 无 限 大 的 ， 所 以 恒星 间 的 距离 对 小 球 来 说 
是 二 重 的 无 限 大 。 人 只 是 把 
小 球 换 成 了 砂粒 。 

莱 布 尼 茨 的 学 生 约 翰 * 贝 努 里 很 天 真 地 罗列 了 好 多 
由 伽利略 和 雷 文 霍 克 的 工作 所 提供 的 其 它 类 比 。 他 把 不 
同 阶 的 无 限 大 比 之 于 星球 跟 太 阳 ,. 行 星 .卫星 或 卫星 上 的 
山脉 等 等 之 间 的 关系 。 同 样 ， 无 限 小 量 类 似 于 显微镜 所 
发 现 的 无 数 等 级 的 微生物 。 菜 布 尼 欧 虽 然 对 这 种 类 比 很 
欣赏 , 但 他 警 舍 贝 努 里 说 ， 微 生物 的 大 小 是 有 限 的 ， 而 微 
分 却 是 无 限 小 量 。 

注意 到 下 面 这 一 点 是 很 有 趣 的 ， 和 牛顿 在 他 的 早期 工 
作 中 用 过 无 限 小 量 的 概念 , 后 来 才 含 糊 其 词 地 否认 了 它 ， 
试图 根据 有 限 差 值 的 最 初 比 和 最 终 比 一 一 也 就 是 说 用 极 
限 一 一 来 建立 起 流 数 的 概念 ， 至 于 革 布 尼 茨 ， 我 们 会 看 
到 , 整个 趋向 象 是 正好 苏 倒 过 来 。 他 从 有 限 差 值 开始 , 由 
于 他 的 微分 方法 运算 的 成 功 ， 在 用 他 的 无 限 小 量 概念 时 
是 很 自信 的 ; 虽然 似乎 对 其 逻辑 论据 仍然 存 恬 。 他 们 观 
点 的 分 歧 , 与 其 说 是 数学 传统 不 同 的 结果 , 或 许 倒 不 如 说 
是 趣味 不 同 的 结果 。 科 学 家 牛顿 ， 在 速度 观念 中 找到 了 
在 他 看 来 很 满意 的 基础 ， 而 哲学 家 菜 布 尼 茨 ， 作 为 一 个 
科学 家 ， 或 许可 以 说 同时 又 是 一 个 神学 家 ， 则 宁可 从 微 
分 一 一 在 他 的 哲学 体系 中 起 极 大 作用 的 单子 在 思维 中 的 
对 等 物 一 一 中 去 寻找 这 个 基础 。 

虽然 莱 布 尼 茨 以 后 继续 在 用 无 限 小 量 的 概念 和 方 
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法 , 可 是 , 既然 那个 世纪 的 用 何 学 家 用 这 个 凡 念 时 都 是 多 
少 有 点 随 随 便便 的 ， 他 为 无 限 小 辨 明理 由 时 最 初 也 并 没 
有 经 过 认真 的 考虑 。 虽 然 惠 更 斯 和 另外 几 个 人 没有 一 下 
子 就 接受 新 的 微 积分 ， 但 也 并 不 反对 。 1694 年 ， 荷 兰 物 
”理学 家 ,几何 学 家 贝尔 纳 ' 纽 文 带 则 公开 攻击 牛顿 的 工作 
前 述 不 清 , 菜 布 尼 茨 的 高 阶 微分 根据 也 不 足 , 后 来 一 大 批 
数学 家 也 和 群起 效 尤 。 虽 然 一 般 说 来 他 也 承认 新 方法 所 得 
的 结果 的 正确 性 , 但 感到 其 中 还 有 好 些 暖 昧 不 明 的 地 方 ， 
他 说 , 从 这 些 新 方法 引出 了 荒唐 的 结论 , 这 种 情况 并 非 罕 
见 。 他 批评 巴 罗 的 切线 方法 , 因为 & 和 4 被 取 为 零 了 。 他 
认为 牛顿 的 消逝 量 太 含 糊 其 词 ， 还 说 不 能 同意 极限 引 理 
中 在 给 定时 间 内 趋 于 相等 的 量 最 后 必 相等 的 论证 。 对 莱 
布 尼 茨 的 分 析 , 他 怀疑 无 限 小 量 之 和 怎 会 是 有 限量 。 

次 年 , 纽 文 蒂 又 进一步 攻击 说 , 菜 布 尼 茨 并 没有 把 无 
限 小 量 的 实质 讲 得 比 牛 顿 或 巴 罗 更 清楚 些 、 也 没有 说 出 
”高 阶 微分 怎样 与 一 阶 微分 不 同 。 他 试图 发 展 一 种 方法 ， 
不 用 高 阶 无 限 小 量 来 解决 某 布 尼 茨 的 问题 ， 但 结果 失败 
了 。 他 跟 库 萨 的 尼 古 拉 一 样 ， 不 恰当 地 把 无 限 大 和 无 限 
小 分 别 定义 为 大 于 和 小 于 任何 给 定量 的 那 种 量 。 所 以 ， 
牛顿 和 菜 布 尼 茨 的 工作 在 某 些 方面 倒 还 接近 于 极限 概念 
些 ， 纽 文 莫 的 观点 却 不 加 鉴别 地 使 用 静态 的 无 限 大 和 无 
限 小 , 是 代表 了 一 种 倒退 。 在 下 一 世纪 ， 有 人 人， 特别 是 丰 
特 奈 尔 又 冒 冒失 失地 把 它 推广 到 高 阶 的 无 限 大 和 无 限 
小 。 这 种 事 发 生 在 正当 囊 需 作出 认真 努力 来 为 微 积分 建 
立 一 个 坚实 基础 的 时 候 , 是 很 遗憾 的 。 

莱 布 尼 茨 在 1695 年 的 《教师 期 刊 》 上 对 纽 文 蒂 作 了 


回答 ， 他 面 对 那 些 被 他 比 作 从 前 的 怀疑 论 者 的 “过 于 哲 
- 廊 " 的 批评 家 们 , 为 自己 进行 了 辩护 。 他 说 ,我 们 不 应 该 
说 小 慎 微 ， 拒 而 不 受 发 明 的 果实 。 他 声称 他 的 方法 仅仅 
在 所 用 的 表达 方式 上 跟 阿 基 米 德 不 同 ， 而 在 这 方面 则 是 
更 直接 、 更 适宜 于 发 现 新 问题 的 。 最 后 他 说 ,“ 无 限 ? 和 
“无 限 小 量 ?“ 并 不 表示 其 它 任何 东西 ， 而 只 是 ?一 一 有 点 
象 亚 里 士 多 德 认为 无 限 小 仅 表示 洪 势 一 一 为 了 表明 两 
个 量 的 差 小 于 任何 可 能 给 定 的 量 ， 或 者 说 没有 差 所 取 的 
要 多 大 就 有 多 大 、 要 多 小 就 有 多 小 的 量 。” 可 是 他 又 重申 
说 , 这 些 量 可 以 作为 “终极 之 物 ” 一 -这 就 是 说 , 作为 实在 
的 无 限 大 量 或 无 限 小 量 , 一 一 作为 一 种 工具 来 应 用 ,“ 正 
象 代数 学 家 保留 虚 根 以 获得 神 益 一 样 ” 在 荣 布 尼 茨 的 工 
作 中 ,微分 一 再 以 这 样 忽 而 如 此 、 忽 而 如 彼 的 面目 出 现 。 
他 虽然 一 般 总 说 微分 是 无 限 小 ， 但 又 常用 无 可 比较 地 小 
的 说 法 。 他 认为 “ 倘 使 不 想 用 无 限 小 量 的 话 , 也 可 以 代 之 
以 假定 ， 它 们 小 到 这 种 程度 ， 当 你 为 了 使 它们 成 为 无 可 
比较 的 ， 并 使 所 产生 的 相差 量 根本 无 足 轻重 或 小 于 任意 
给 定 的 量 , 而 确认 它们 该 多 么 小 时 , 它们 就 有 多 么 小 。” 

有 时 莱 布 尼 蒋 还 说 微分 “小 于 任何 给 定 的 量 "， 并 把 
微分 的 略 而 不 计 比 之 于 阿 基 米 德 的 下 述 做 法 ， 阿 基 米 德 
“和 他 的 所 有 后 继 者 一 ,起 , 假定 两 个 不 相差 一 个 定量 的 量 
事实 上 是 相等 的 "。 在 这 里 , 他 似乎 感到 他 的 方法 只 不 过 
是 穷 刘 法 的 一 种 意味 深长 的 表达 ， 所 以 也 就 无 需 进一步 
陈述 理由 了 。 不 过 , 符号 本 身 的 意义 仍然 是 不 清楚 的 。 

究竟 把 微分 看 作 确 定量 , 还 是 看 作 不 确定 量 , 在 这 个 
问题 上 某 布 尼 茨 版 费 跨 踏 , 在 他 临 死 前 一 两 年 写 的 《微分 
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学 的 历史 和 起 源 ? 一 书 中 所 提示 的 一 种 方法 , 也 许 就 是 再 
好 不 过 的 说 明 。 为 了 不 致 把 实际 上 不 是 无 限 小 的 量 当 作 
无 限 小 量 看 待 一 一 这 种 介 乎 存在 与 不 存在 之 间 的 中 间 
物 , 莱 布 尼 茨 称 之 为 虚数 一 一 他 施展 了 一 点 手法 , 先 用 符 
号 (z 和 (9 表示 有 限 的 确定 的 差 ; 然后 ， 当 计算 结束 
后 , 再 把 它们 换 成 不 确定 的 无 限 小 量 即 微分 民 和 wy，“ 作 
为 一 种 虚构 物 *, 因为 ， 最 后 “dy :az 总 能 化 成 无 可 置疑 地 
实在 而 确定 的 两 个 量 的 比 (2V: (d@)z?。 

这 样 , 一 下 子 从 确定 量 跳 到 不 确定 量 , 一 下 子 又 跳 回 
来 , 到 底 根据 何在 , 全 布 尼 茨 没 有 说 明白 。 看 来 也 正 因为 
如 此 , 使 他 意识 到 了 值得 重视 的 并 不 是 一 个 一 个 的 微分 ， 
而 上 只 是 它们 的 比 。 同 样 , 牛顿 也 懂得 , 他 的 方法 的 意义 在 
于 流 数 的 比 ， 所 以 流 数 可 以 用 具有 相同 比值 的 其 它 有 限 
量 来 代替 。 极 限 概念 在 他 们 的 工作 中 还 不 大 明显 ， 可 能 
是 由 于 他 们 和 当时 的 人 们 都 往往 把 比 作为 两 数 之 商 ， 而 
不 是 当 作 独 立 的 一 个 数 。 只 有 在 实数 的 一 般 抽 象 概念 发 
展 起 来 以 后 ， 才 为 通过 比 或 数 的 无 限 序 列 的 极限 来 解释 
流 数 法 和 微分 法 扫 清 道路 ， 但 是 这 种 解释 在 下 一 世纪 并 
没有 被 普遍 接受 . “消失 中 的 量 ” 和 "最 初 比 与 最 终 比 ”的 
含义 , 牛顿 并 未 讲 清楚 , 他 的 回答 等 于 同 义 反复 

可 是 回答 是 很 容易 的 : 最 终 速 庶 指 的 是 物体 既 不 在 运动 停 
止 ， 到 达 最 后 位 置 以 前 ， 也 不 在 这 以 后 ,而 恰 怡 是 在 它 到 达 最 后 
位 置 这 一 朋 间 所 具有 的 运动 速度 。…… 同 桩 , 消失 中 的 量 的 最 终 
比 应 看 作 这 两 个 量 既 不 在 它们 消失 以 前 ,也 不 在 这 以 后 , 而 正 是 
在 它们 消失 时 的 比 。 


这 听 起 来 很 象 是 两 个 无 限 小 量 的 商 ， 虽然 牛顿 接着 
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说 “这 两 个 量 消 失 时 的 最 终 比 ， 并 非 真 正 是 最 终 量 的 比 ， 
而 是 两 个 量 无 止境 地 减 小 时 ， 它 们 的 比 所 收敛 的 极限 .? 
换 句 话说 ， 牛 顿 所 着 重 的 是 比 ， 而 不 是 消失 中 的 量 的 本 
身 ; 但 他 没 能 明确 地 给 这 个 比 下 个 定义 。 

莱 布 尼 蒋 的 想法 也 差不多 。 跟 牛顿 只 计算 流 数 的 比 
而 不 逐个 地 计算 流 数 一 样 , 莱 布 尼 茨 也 认识 到 , 重要 的 是 
微分 的 比 ， 或 者 说 微分 间 的 关系 。 因 此 可 以 认为 这 些微 
分 是 它们 的 比 等 于 纵 坐 标 与 次 切 距 之 比 的 任何 有 限量 。 
不 过 , 由 于 实用 主义 的 原因 , 莱 布 尼 茨 仍然 保留 了 无 限 小 
的 量 并 为 之 辩解 说 , 如 果 谁 要 提出 严格 性 的 要 求 的 话 , 那 
末 他 可 以 用 比值 相同 的 “确定 量 ?去 代替 “不 确定 量 "。 可 
是 正如 牛顿 没有 说 清楚 消失 中 的 量 之 比 究 竟 怎 么 成 为 
“最 初 比 ?或 “最 终 比 ", 或 者 它们 是 怎样 发 生 联系 的 , 革 布 
尼 茨 同样 也 不 能 说 明 有 限量 到 无 限 小 量 之 间 的 转化 。 莱 
布 尼 英 承认， 人 们 既 不 能 证 明 也 不 能 否定 无 限 小 量 的 存 
在 。 

再 者 ， 莱 布 尼 蒋 还 感到 ， 他 的 微 积分 是 以 通常 熟知 
的 、 常 用 的 数学 观念 作 根据 的 ,“ 没 有 必要 卷 入 象 连续 统 
的 构成 这 类 形而上学 论争 中 去 "。 话 虽 如 此 , 要 对 有 限量 
到 无 限 小 量 的 转化 作出 解释 时 ， 他 还 是 借助 于 一 个 叫 作 
连续 性 原则 的 准 哲 学 原理 。 我 们 在 前 面 已 经 看 到 ， 开 普 
勤 和 库 萨 的 尼 古 拉 都 曾经 应 用 过 这 个 原则 。 库 萨 可 能 在 
这 方面 以 及 在 哲学 上 的 单子 说 方面 都 对 莱 布 尼 蒋 有 过 影 
响 。 

菜 布 尼 蒋 给 予 连 续 性 学 说 以 一 种 前 所 未 有 的 表述 的 
清晰 性 。 或 许 因为 这 个 理由 ， 他 把 这 一 学 说 看 作 自己 的 
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发 现 。 在 168;7 年 给 倍 尔 的 信 中 , 菜 布 尼 茨 对 这 一 “公设 ” 
是 这 样 表达 的 ,在 以 某 一 目标 作为 结果 的 任何 假想 变化 
过 程 中 , 总 允许 制订 一 个 一 般 性 的 推理 , 使 最 终 目 标 也 可 
包含 在 肉 。” 所 以 在 他 的 微 积 分 运算 中 “在 通过 合法 的 略 
去 而 使 计算 尽 可 能 地 简化 并 化 为 非 消失 量 之 比 以 前 ， 差 
是 不 假定 为 零 的 ， 最 后 我 们 才 达 到 这 一 步 ， 即 把 我 们 的 
结果 应 用 于 最 终 情形 ” 一 一 这 里 , 表面 上 靠 的 是 连续 性 原 
则 。 就 这 样 , 甚至 在 莱 布 尼 茨 的 工作 中 , 也 暗中 求助 于 极 
限 概念 ， 虽 然 这 种 做 法 在 逻辑 次 序 上 是 颠倒 的 。 莱 布 尼 
茨 把 连续 性 原则 作为 极限 情况 的 根据 ， 可 是 在 这 以 后 的 
数学 表明 ， 前 者 本 身 首先 得 用 极限 来 定义 。 莱 布 尼 茨 的 
这 种 思想 方式 ， 似 乎 还 是 在 扒 命 地 使 用 含糊 的 连续 性 观 
念 ， 这 种 观念 从 希腊 时 代 以 来 曾 把 不 少 思想 家 缠 得 烦 扰 
不 堪 , 而 且 至 今 在 我 们 头脑 中 还 存在 。 

当然 , 在 连续 性 问题 上 的 有 一 些 困 难 , 牛顿 是 心照 不 
宣 地 在 连续 运动 的 可 资 安慰 的 概念 中 含糊 过 去 的 ， 虽 然 
他 的 最 初 比 与 最 终 比 暗地里 也 求助 于 莱 布 尼 落 的 连续 性 
原则 。 和 牛顿 试图 用 科学 经 验 主义 可 接受 的 观念 来 回避 极 
限 观 念 , 而 莱 布 尼 茨 则 受 形 而 上 学 的 观念 主义 的 启示 , 依 
靠 最 终 形式 的 观念 。 甚 至 在 某 一 关系 中 有 关 的 量 一 一 忌 
如 微分 一 一 已 成 为 不 确定 了 ， 他 党 得 最 终 形式 还 是 保留 
下 来 的 。 他 认为 , 一 个 点 并 非 就 是 零 ， 而 只 是 广 卖 为 零 。 
为 此 他 还 问 沃 利 斯 ，“ 谁 不 允许 图 形 不 具有 大 小 呢 ?” 对 
莱 布 尼 茨 来 说 , 特征 三 角形 是 从 中 抽 去 所 有 量 的 大 小 , 但 
仍 保留 三 角形 形式 的 三 角形 ， 这 很 象 牛 顿 关 于 消逝 三 角 
形 的 最 终 形式 的 说 法 。 
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菜 布 尼 茨 曾经 打算 写 一 部 以 无 限 为 主题 的 书 ， 这 一 
本 可 作为 他 的 观点 的 定论 的 书 , 结果 并 未 问世 。 不 过 , 他 
对 他 的 连续 性 原则 所 持 的 态度 , 除了 有 些 跨 中 和 修改 外 ， 
好 象 是 至 死 不 变 的 。 他 在 《 神 正 论 ” (Theodicee) 中 谈 到 
无 限 大 和 无 限 小 量 时 说 “但 所 有 这 些 都 无 非 虚构 之 物 而 
已 ; 每 个 数 都 是 有 限 的 、 确 定 的 ， 就 象 每 一 条 直线 一 样 。 
可 是 , 几 年 以 后 ,他 写 信 给 格 兰 迪 时 写 道 。“ 同 时 ， 我 们 并 
不 把 无 限 小 设想 为 单纯 的 绝对 的 零 ， 而 是 作为 相对 的 零 
(正如 您 充分 注意 到 的 那样 ), 这 就 是 说 , 把 它 作为 保留 着 
正在 消逝 的 量 的 特征 的 一 个 消逝 量 。? 

这 里 ， 莱 布 尼 茨 心目 中 显然 有 着 连续 性 原则 。 他 党 
得 这 个 扎根 于 无 限 的 本 质 的 原理 ,不仅 在 物理 上 有 用 , 在 
几何 上 也 是 绝对 必要 的 。 相 应 地 ， 他 认为 等 式 是 不 等 式 
的 特殊 情况 ， 无 限 小 不 等 式 则 正在 成 为 等 式 。 和 承认 连续 
性 原则 , 就 会 允许 对 高 阶 微分 略 去 不 计 , 看 来 莱 布 尼 茨 正 
是 把 他 的 微 积 分 的 根据 置 于 这 一 基础 上 的 。 有 一 种 籽 不 
正确 的 习惯 说 法 , 说 菜 布 尼 茨 相信 实在 无 限 小 量 。 其 实 ， 
莱 布 尼 欧 自己 在 临终 前 两 个 月 左右 写 的 一 硅 信 中 ， 曾 强 
调 说 他 “根本 不 相信 和 真有 什么 无 限 大 或 无 限 小 的 量 *。 他 
认为 这 些 观 点 都 是 “对 在 计算 中 可 以 略 去 , 并 使 叙述 带 一 
般 性 很 有 用 处 的 虚构 物 ”。 联 系 这 些 虚构 物 和 现实 的 枢 
纽 , 他 当然 觉得 是 在 他 的 连续 性 原则 中 找 得 到 的 , 这 个 原 
则 是 他 后 期 关于 微 积分 的 全 部 工作 的 基石 。 

我 们 追溯 了 自 牛顿 和 莱 布 尼 茨 的 方法 发 现 以 来 的 微 
积分 发 展 的 历史 ， 已 经 看 到 好 多 有 关 的 概念 都 还 有 待 油 
清 。 和 牛顿 给 他 的 方法 作 过 三 种 解释 ， 虽 然 他 认为 其 中 以 
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最 初 比 和 最 终 比 的 观点 最 为 严密 ， 但 不 论 哪 一 种 他 都 未 
及 任 细 加 工 ， 使 其 纳入 周密 的 逻辑 体系 中 去 。 莱 布 尼 欧 
也 同样 表现 得 缺乏 决断 ， 因 为 虽然 他 自始至终 用 了 无 限 
小 量 方法 , 但 对 微分 的 态度 仍 是 摇摆 不 定 的 , 时 而 看 作 不 
确定 量 , 时 而 看 作 定 性 的 零 , 有 时 又 看 作 辅 助 变量 。 
有 一 种 说 法 很 使 人 迷惑 不 解 , 就 是 ， 莱 布 尼 茨 从 还 
辑 上 发 展 了 他 的 方法 , 而 牛顿 的 观点 却 是 游 移 不 定 的 , 他 
用 极限 比 掩盖 了 他 的 无 限 小 量 。 这 话 恐 怕 倒 过 来 讲 更 正 
确 些 。 菜 布 尼 薄 眼 使 用 不 可 分 量 的 人 相 比 ， 他 的 立场 更 
难以 叫 人 拥护 , 因为 他 需要 解释 的 不 仅 有 一 阶 无 限 小 量 ， 
而 且 还 有 任意 阶 无 限 小 量 。 牛 顿 应 用 流 数 法 避免 了 无 限 
小 量 的 多 重 性 ， 流 数 法 只 要 用 一 个 增 量 一 -时间 增 量 o。 
结果 , 只 要 假定 流 数 概念 是 一 开头 就 适当 定义 了 的 , 或 者 
约定 它 是 原始 的 不 加 定义 的 概念 ， 牛 顿 的 方法 就 可 以 相 
当 于 一 种 按照 极限 作出 的 解释 。 至 于 莱 布 尼 蒋 ， 他 没有 
一 个 量 能 作 自 变量 , 因而 , 虽然 他 认识 到 重要 的 是 微分 之 
比 而 不 是 逐个 的 微分 ， 但 他 不 能 表明 如 何在 自己 的 工作 
中 应 用 这 一 点 。 牛 顿 在 “原理 > 的 证 明 中 , 对 二 元 函数 不 
用 流 数 法 而 求助 于 无 限 小 量 时 , 也 体验 到 同样 的 困难 。 
此 外 ， 菜 布 尼 世 的 表示 法 也 许 比 牛 顿 的 表示 法 更 强 
烈 地 隐蔽 了 微 积分 的 逻辑 基础 。 莱 布 尼 欧 在 经 过 化 费 若 
心 的 研究 .和 孜孜 不 倦 的 实验 以 及 跟 其 他 数学 家 (尤其 是 中 
努 里 兄弟 ) 就 这 方面 问题 经 常 不 断 的 通信 以 后 , 建立 起 一 
套 非常 切合 实用 的 符号 运算 。 它 应 用 起 来 极为 方便 ， 简 
直 就 象 是 在 自动 进行 似 的 ; 所 以 , 这 种 表示 法 至 今 仍 在 沿 
用 。 然 而 也 正 是 这 种 成 功 ， 使 菜 布 尼 茨 在 这 门 学 科 的 严 
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格 论述 方面 走 上 了 卜 途 。 他 的 这 套 记 法 使 他 认为 微分 
之 比 就 是 商 ， 积 分 则 是 和 一 一 是 什么 之 和 ， 他 可 说 不 上 
来 一 一 而 不 是 某 个 特征 函数 的 极限 值 。 他 的 观点 似乎 
是 ， 一 阶 微分 是 不 可 比 量 ( 一 个 有 用 的 虚构 物 )， 根 据 连 
续 性 原则 ， 它 们 的 比 跟 纵 坐 标 与 次 切 距 之 比 有 相同 的 比 
值 。 二 阶 微分 是 不 确定 量 ， 它 跟 一 阶 微分 的 关系 好 比 一 
阶 微分 眼 工 的 关系 。 显 然 , 这 个 定义 把 -4 和 (2 ) 
混淆 了 起 来 。 这 种 不 能 令 人 满意 的 状态 ， 直 到 后 来 微 积 
分 由 极限 作 了 解释 之 后 , 才 有 改变 。 

牛顿 的 表示 法 同样 也 给 建立 逻辑 基础 带 来 了 困 难 。 
不 仅 无 限 小 以 “ 瞬 ” 的 形式 悄悄 地 进入 了 流 数 法 , 而 且 牛 
顿 自己 有 时 也 没有 清楚 地 区 分 流 数 和 瞬 。 再 则 “最 初 比 
与 最 终 比 ? 这 两 个 术语 已 包含 了 这 样 的 思想 一 一 极 限量 
是 比值 ， 而 不 是 单个 的 数值 ， 这 种 思想 持续 了 一 世纪 之 
久 。 和 牛顿 已 经 看 到 ,最终 比 是 流 数 的 比 , 而 不 是 瞬 的 比 。 
但 是 ， 他 在 这 一 点 上 阐述 得 很 不 清楚 ， 同 时 也 未 能 指出 
这 一 比值 跟 所 谓 的 无 穷 级 数 之 和 之 间 的 类 似 性 。 正 象 欧 
几 里 得 的 数 的 观念 以 几何 量 之 比 作为 基础 那样 ， 牛 顿 在 
这 里 强调 的 是 两 个 速度 之 比 ， 而 不 是 十 九 世纪 的 导数 定 
义 中 的 某 个 函数 的 一 个 极限 值 。 

既然 微 积分 的 发 明 者 这 么 游 移 不定 ， 又 这 么 缺乏 明 
确 性 ， 当 我 们 看 到 他 们 的 继承 者 在 微 积分 的 本 质 这 个 问 
题 上 所 表现 出 来 的 混乱 时 , 就 不 会 很 奇怪 了 。 再 说 , 许多 
数学 家 完全 没有 把 两 人 的 体系 加 以 区 分 ， 从 而 曲解 了 他 
们 的 论据 , 加 深 了 混乱 。 这 种 不 加 区 分 , 在 某 种 程度 上 要 
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归 千 于 牛顿 和 菜 布 尼 茨 他 们 自己 。1705 年 的 < 教师 期 刊 y 
上 发 表 了 一 篇 评述 牛顿 的 “ 求 积 术 》 的 论文 (大概 出 自 莱 
布 尼 茨 的 手笔 )， 其 中 说 到 , 在 那 本 书 里 只 不 过 是 把 莱 布 
尼 蒋 的 微分 换 成 了 流 数 ; 言 下 之 意 , 两 者 实质 上 是 同一 样 
东西 。 在 英国 , 皇家 学 会 评判 牛顿 . 莱 布 尼 蒋 优先 发 明 权 
的 委员 会 于 1712 年 在 “通讯 》 上 写 道 ,“ 微 分 法 和 流 数 法 
是 一 回 事 , 只 是 名 称 和 记 法 不 同 而 已 ; 牛顿 先生 称 之 为 瞬 
或 流 数 的 那些 量 , 某 布 尼 茨 先生 称 为 微分 , 并 用 牛顿 先生 
不 曾 用 过 的 记 法 , 记 作 字 母 略 。 所 以 ， 甚 至 牛顿 本 国 的 
人 也 没有 理会 到 , 虽然 他 在 早期 著作 中 用 过 无 限 小 瞬 , 但 
在 后 来 用 流 数 和 最 初 比 . 最终 比 来 进行 解释 以 后 , 他 已 声 
明 不 再 用 无 限 小 明了 。 当 我 们 认识 到 牛顿 自己 从 不 承认 
他 的 观点 有 过 转变 ， 而 他 的 最 初 比 与 最 终 比 除非 是 用 极 
限 概念 或 连续 性 原则 来 加 以 解释 ， 否 则 势必 牵涉 到 无 限 
小 的 时 候 , 这 一 点 就 比较 容易 理解 了 。 

第 一 部 关于 微 积分 历史 的 专著 ， 约 瑟 夫 . 雷 甫 生 的 
《 流 数 法 的 历史 ?， 出 版 于 1715 年 ， 它 再 好 不 过 地 说 明了 
当时 思想 的 混乱 。 照 该 书 作者 和 哈雷 的 说 法 ， 牛 顿 在 
1691 年 已 有 委托 筹备 出 版 < 求 积 术 * 的 计划 ， 但 后 来 念头 
一 转 , 又 搁 了 下 来 , 一 直 拖延 到 1704 年 一 那 时 , 正如 我 
们 已 经 看 到 的 , 他 断然 据 弃 了 无 限 小 量 。 然 而 , 雷 甫 生还 
是 没有 看 出 其 中 观点 的 改变 ， 仍 然 在 把 流 数 和 瞬 混 为 一 
谈 。 和 牛顿 在 “原理 ”中 用 作 肯 的 记号 的 小 字 , 雷 甫 生 解 释 
为 流 数 的 符号 ， 并 把 它 ( 极 不 审慎 地 ) 跟 巴 罗 和 纽 文 蒂 的 
无 限 小 量 以 及 匡 布 尼 欧 的 微分 等 同 起 来 。 更 有 甚 者 ， 雷 
十 生 况 把 流量 看 作 是 对 于 导出 它 的 有 限量 来 说 的 无 限 
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大 , 高 阶 流量 则 同样 被 解释 为 高 阶 的 无 限 大 。 

说 句 公 道 话 ， 雷 甫 生 写 这 本 书 的 目的 并 不 在 于 澄清 
微 积分 的 基本 思想 。 事 实 上 ， 这 本 书 里 根本 没有 诸如 流 
数 、 瞬 或 流量 等 术语 的 正式 定义 。 他 的 目的, 一 部 分 是 为 
了 提供 种 种 方法 ， 使 演算 规则 应 用 于 特殊 问题 时 尽 可 能 
地 简便 , 但 “主要 的 是 为 了 从 编 年 史 的 角度 对 它们 的 作者 
作出 公允 的 评定 >。 在 这 两 个 方面 , 雷 甫 生 都 竭力 坚持 牛 
顿 的 工作 的 优越 性 。 在 熟 先 熟 后 这 一 点 上 ， 他 的 观点 实 
质 上 就 是 三 年 前 《通讯 ?上 那 篇 文章 中 影射 莱 布 尼 蒋 这 方 
面 副 窃 的 可 能 性 的 那些 观点 。 1 

至 于 莱 布 尼 茨 的 方法 和 记号 ， 雷 肃 生 极 不 公正 地 把 
它们 说 成 是 “吃力 不 讨好 >， 是 “ 毫 无 意义 地 标新立异 得 
出 来 的 “牵强 附会 的 符号 ”。 这 种 令 人 遗憾 的 态度 ， 造 成 
了 对 和 牛顿 的 烛 替 声名 的 过 分 推崇 ， 自 从 雷 甫 生 的 著作 问 
世 以 来 ， 这 种 态度 在 不 列 颠 数学 家 中 间 流 行 了 差不多 整 
整 一 个 世纪 ,结果 , 在 1816 年 以 前 微分 方法 在 英国 进展 
甚 徽 。 这 段 时 期 的 另 一 特征 ， 则 是 我 们 在 雷 甫 生 的 解释 
中 已 见 过 的 那 种 流 数 和 无 限 小 的 混淆 。 一 大 批 流 数 法 的 
教科 书 总 是 把 流 数 说 成 无 限 小 量 ， 这 样 就 使 得 一 般 人 对 
微 积分 概念 的 基础 的 解释 更 加 混乱 ， 从 而 激 起 了 长 达 一 
世纪 之 久 的 关于 这 个 问题 的 批评 和 论战 。 
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微 积分 的 创立 者 已 经 清楚 地 说 明了 所 应 遵循 的 运算 
法 则 , 而 欧 拉 、 拉 格 朗 日 、 拉 普 拉 斯 和 许多 其 他 人 把 这 些 
法 则 应 用 到 数学 和 科学 问题 上 所 获得 的 信人 成 就 ， 使 人 
们 在 相当 程度 上 忽视 了 这 一 学 科 在 逻辑 上 和 哲学 上 极其 
令 人 不 满意 的 情形 。 在 整个 十 八 世纪 ， 人 们 对 流 数 法 和 
微分 法 基础 的 本 质 存在 着 普遍 的 疑问 。 在 英国 ， 牛 顿 的 
不 清晰 的 陈述 和 他 在 使 用 记号 的 前 后 不 一 致 ， 引 起 瞬 和 
流 数 的 混淆 。 在 大 陆 上 , 莱 布 尼 茨 在 哲学 上 的 理性 主义 ， 
被 他 的 追随 者 们 所 忽视 。 他 们 随意 地 把 微分 解释 为 真实 
的 无 限 小 或 甚至 为 零 ， 并 批评 菜 布 尼 欧 在 这 方面 迟疑 不 
肌 。 

这 样 的 事态 不 能 长 期 继续 下 去 而 不 受 挑战 。 纽 文 蒂 
较 早已 经 怀疑 高 阶 微分 的 确实 性 。 伽 森 狄 曾 指出 数学 论 
证 以 无 限 小 方法 为 根据 的 空虚 性 ， 倍 尔 则 利用 无 限 中 的 
困难 为 普遍 怀疑 主义 服务 。 然 而 对 新 分 析 学 的 结构 的 最 
广泛 和 最 深刻 的 择 击 , 是 由 哲学 家 和 牧师 乔治 .贝克 菜 在 
1734 年 的 名 为 < 分 析 学 家 的 小 册子 中 所 提出 的 。@ 

上 贝克 菜 在 其 * 观 党 新 论 ? 中 曾 择 击 牛顿 的 宇宙 论 ， 但 
是 促使 他 在 < 分 析 学 家 ?中 提出 指责 的 动机 ， 一 方面 是 为 

人 电 “ 弄 治 ' 贝 克 菜 著作 集 ?, 卷 IE。 
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神学 辩解, 另 一 方面 是 对 新 微 积分 的 提倡 者 , 非 难 这 一 学 
科 的 薄弱 基础 。 这 本 小 册子 的 副题 是 ，* 对 一 个 不 信 神 
的 数学 家 ( 指 牛 顿 的 朋友 埃 德 蒙 . 哈 雷 ) 的 劝告 , 并 探讨 近 
代 分 析 学 的 对 象 、 原 则 和 推论 是 否 比 宗教 教义 和 信条 更 
清楚 地 表达 出 来 , 或 更 明显 地 推导 出 来 的 问题 。“ 先 取出 
你 自己 眼中 的 障碍 ， 才 能 看 清 如 何 摘出 你 兄弟 眼中 的 微 
小 

贝克 莱 在 这 篇 论文 中 并 不 否认 这 些 新 方法 的 用 处 ， 
也 不 否认 所 得 到 结果 的 有 效 性 。 他 只 是 相当 公平 地 指 
出 , 数学 家 用 归纳 推理 以 代替 演绎 推理 , 并 不 一 定 对 他 的 
方法 提供 合法 的 依据 。 他 的 反对 意见 不 是 针对 作为 一 个 
艺术 家 和 计算 家 的 数学 家 , 而 是 针对 作为 “一 个 从 事 科学 
和 论证 的 人 ”， 以 及 “就 他 进行 推理 这 一 点 而 言 ” 的 数学 
家 。 贝 克 菜 对 牛顿 的 流 数 法， 除了 不 恰当 地 嘲笑 其 高 阶 
流 数 外 , 作 了 一 番 颇 为 公正 的 说 明 , 接着 提出 了 明确 的 反 
对 意见 。 由 于 牛顿 不 肯 改 变 他 的 观点 ， 贝 克 菜 更 有 理由 
地 利用 这 一 点 来 批评 在 原理 ?一 书 中 的 一 个 证 明 ， 其 中 
牛顿 应 用 无 限 小 量 来 确定 一 个 乘积 的 瞬 。 牛 顿 求 出 矩形 
4B 的 瞬 , 是 给 4 和 忆 分 别 以 一 减 量 款 a 和 一 增 量 豆包 
然后 从 增 大 的 矩形 中 减 去 缩小 的 矩形 。 贝 克 菜 反对 说 ， 
我 们 必须 用 整个 o 和 28 作为 增 量 或 减 量 来 求 4B 的 豚 ， 
而 在 这 情况 下 我 们 势必 将 从 最 后 的 计算 中 略 去 无 限 小 量 
ag。 如 果 要 结果 严谨 正确 的 话 ， 贝 克 莱 完 全 有 权利 来 批 
评 这 个 无 限 小 量 o8 的 省 略 , 他 引用 了 * 求 积 术 > 一 书 中 的 
一 段 ,在 那里 牛顿 提出 不 能 忽略 任何 量 , 不 论 它 怎样 小 。 
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牛顿 没有 深入 地 去 研究 他 证 明 的 合法 性 ， 而 仅 指出 
人 们 可 以 从 最 初 和 最 终 比 的 方法 中 看 出 这 一 点 。 因 此 贝 
克 莱 攻击 下 面 这 种 牛顿 在 一 个 主要 的 证 明 中 所 用 到 的 推 
理 形式 ， 在 《 求 积 术 > 中 求 癌 的 流 数 , 牛顿 试图 避免 用 无 
限 小 。 在 此 我 们 回忆 牛顿 曾 给 z 以 一 个 增 量 o， 应 用 二 
项 式 定 理 展开 人 z 十 o0)% 从 中 减 去 如 以 求 得 头 的 增 量 , 并 
除 以 o 以 求 出 zo 的 增 量 和 z 的 增 量 之 比 , 然后 让 o 消 
逝 ， 这 样 得 出 增 量 (或 流 数 ) 的 最 终 比 。 贝 克 莱 断 言 牛 顿 
在 此 忽视 了 矛盾 律 , 先 假设 > 有 一 增 量 , 然后 为 了 达到 他 
所 要 的 结果 , 证 增 量 变 零 , 也 即 假设 没有 增 量 。 贝 克 莱 指 
出 增 量 消失 的 假设 否认 了 它们 是 增 量 的 假设 。 由 于 牛顿 
没有 充分 地 解释 作为 他 推理 依据 的 “消失 的 量 ” 和 “最初 
与 最 终 比 ?的 意义 , 贝克 菜 这 样 对 牛顿 意义 的 理解 不 是 不 


公正 的 ,这 种 理解 当然 会 引 到 不 定 比 -0 的 考虑 。 近 代用 


极限 去 解释 , 当然 要 考虑 当 增 量 趋向 于 零 时 , 由 比 所 组 成 
的 无 穷 序列 , 并 且 这 一 序列 没有 最 末 项 , 虽然 它 是 定义 为 
有 一 个 极限 。 牛 顿 的 “最 终 比 ”概念 至 少 是 易 使 人 误解 
的 , 并 且 毕 竟 表 示 出 对 无 限 、 连 续 性 ， 以 及 实数 等 概念 所 
包含 的 不 易 理解 的 困难 缺乏 体会 一 “这些 困难 直到 十 九 
世纪 后 叶 方才 解决 。 
虽然 贝克 莱 的 论断 主要 是 针对 英国 的 流 数 法 ， 大 陆 
上 洛 比 达 和 其 他 人 所 用 的 微分 法 也 受到 批评 。 他 说 用 微 
分 求 切 线 时 , 人 们 先 假定 增 量 , 但 是 这 些 增 量 决定 的 是 割 
线 ， 而 不 是 切线 。 然 后 你 用 忽略 高 阶 微分 来 修正 这 个 错 
误 , 因此 “通过 二 重 错误 , 你 得 到 的 是 正确 的 , 但 不 是 科学 
。239.， 


的 ”。 我 们 将 发 现 ,用 误差 抵偿 对 微 积分 结果 的 有 效 性 所 
作 的 解释 , 再 次 由 微分 法 的 提倡 者 欧 拉 , 拉 格 朗 日 和 卡 诺 
所 提出 , 这 些 人 都 是 希望 澄清 微分 学 的 基础 的 。 

贝克 莱 对 牛顿 的 命题 的 批评 ， 从 数学 观点 来 说 是 有 
道理 的 ; 他 反对 牛顿 自 相 矛 盾 的 无 限 小 概念 的 意见 , 亦 十 
分 恰当 的 。 另 一 方面 ， 他 反对 牛顿 建筑 在 假设 难以 理解 
和 想象 的 基础 上 的 某 些 量 一 一 诸如 流 数 、 初 生 和 消逝 的 
量 、 作 为 初生 状态 的 增 量 瞬 .、 最初 和 最 终 比 、 无 限 小 量 . 消 
逝 三 角形 的 最 后 形式 一 -虽然 这 个 反对 正 是 需要 的 ， 可 
是 他 确实 搞 错 了 。 假 定 所 包含 的 符号 是 明确 的 、 合 乎 逻 
辑 定义 的 (除了 这 个 学 科 最 初 的 几 个 没有 定义 的 元 素 )， 
不 管 它们 是 否 有 某 种 物理 的 直观 与 之 对 应 ， 而 在 数学 上 
是 无 关 紧要 的 。 比 如 贝克 莱 争 辨 说 速度 概念 既然 依赖 于 
空间 和 时 间 区 间 ， 那 么 就 必然 不 可 能 想 出 一 个 瞬时 速度 
(也 即 那些 区 间 是 零 的 速度 ) 。 他 的 论证 当然 是 完全 成 立 
的 , 因为 这 个 论证 证 明了 瞬时 速度 没有 物理 的 现实 性 , 但 是 
如 果 它 被 适当 地 定义 或 作为 一 个 不 定义 的 概念 ， 就 没有 
理由 来 解释 为 什么 瞬时 速度 不 能 认为 是 一 种 数学 抽象 。 
有 趣 的 是 ， 正 如 为 首 的 唯物 主义 者 霍 布 斯 由 于 不 能 想象 
没有 粗细 的 线 , 从 而 否认 几何 学 上 有 这 样 的 线 一 样 , 极端 
唯心 论 者 贝克 菜 也 同样 地 把 瞬时 速度 这 种 “不 能 想象 "的 
观念 排出 数学 之 外 。 这 与 员 克 莱 早 期 的 感觉 论 是 一 致 
的 , 使 他 认为 几何 学 是 一 门 与 有 限量 有 关 的 应 用 科学 , 这 
个 有 限量 由 不 可 分 的 “最 小 感觉 "所 组 成 。 

利 这 个 思想 一 致 的 ， 贝 克 莱 提 出 在 微 积分 学 中 考虑 
增 量 较 之 考虑 速度 为 更 好 。 他 警告 说 ， 无 论 如 何不 要 象 
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生 顿 有 时 所 做 的 那样 ， 把 增 量 和 速度 混淆 起 来 。 他 接受 
卡 瓦 列 里 的 不 可 分 量 论 ， 但 至 决 以 为 它们 的 个 数 是 有 限 
的 ， 并 说 无 限 可 分 性 是 一 种 虚构 ,无 限 小 是 不 能 想象 的 ， 
因为 它们 意味 着 一 种 不 能 通过 感官 为 思想 所 领悟 的 延 
展 。 贝 殉 莱 不 可 能 体会 到 数学 是 与 “实在 ?感觉 印象 的 世 
界 无 关 。 在 差不多 同样 的 情况 ， 今 天 某 些 哲 学 家 们 批评 
无 限 和 连续 统 的 数学 概念 ， 不 能 理解 到 数学 所 研究 的 是 
关系 , 而 不 是 物理 上 的 存在 , 它 的 真理 准则 是 内 在 的 一 臻 
性 , 而 不 是 凭借 感官 或 直观 的 可 信人 性 。 
按照 数学 本 质 的 近代 观点 ， 虽 然 贝克 莱 基 于 所 涉及 . 
的 概念 的 不 能 想象 性 的 论点 是 软弱 无 力 ， 但 生 顿 用 过 的 
很 多 名 词 显然 需要 逻辑 上 的 澄清 ， 也 是 很 清楚 的 。 虽 然 
贝克 莱 的 批评 是 非 数学 的 ， 但 很 成 功 地 使 这 一 事实 受到 
重视 。 结 果 , 在 些 后 的 七 年 中 , 出 现 了 约 有 三 十 种 小 册子 
和 论文 ， 企 图 纠正 这 种 情形 。 1734 年 出 现 第 一 本 入 姆 
斯 " 玫 林 所 写 的 小 册子 * 几 何 学 没有 不 患 诚 的 朋友 ， 或 ， 
对 牛顿 如 士 和 英国 数学 家 们 的 一 个 辩护 , “剑桥 爱 真 ” 
(Phitatethes COantabridrigiensis) 致 分 析 学 家 作者 的 一 封 
信 ?。 这 个 辩护 是 极度 软弱 的 。 故 林 坚决 认为 流 数 法 对 
” 熟悉 几何 的 人 是 清楚 的 。 关 于 贝克 莱 针 对 和 牛顿 求 48 的 
朋 的 批评 , 玫 林 给 出 两 个 回答 : 瞬 吧 在 贝克 莱 的 解释 中 ， 
好 象 针 尖 对 地 球 或 太阳 或 恒星 等 天 体 ; 而 对 牛顿 的 方法 ， 
他 辩护 说 ， 瞬 是 增 量 和 减 量 的 算术 平均 ! 为 答复 贝克 莱 
对 牛顿 在 * 求 积 术 ?中 给 出 求 2 的 流 数 方法 的 异议 ,区 林 
组 白地 说 , 在 这 情况 下 , 我 们 不 是 令 增 量 为 堆 , 而 是 让 增 
量 "成 为 消逝 ?或 “处 在 消逝 点 上 ?”，, 并 声称 “消失 的 增 量 是 
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有 最 终 比 的 *。 发 林 的 回答 表明 他 没有 足够 地 理解 贝克 
莱 的 论证 或 极限 概念 的 本 质 。 

1735 年 ,贝克 莱 在 《数学 中 自由 思想 的 一 个 辩护 ?中 
回答 硝 林 ， 并 且 公开 地 声称 后 者 正在 企图 为 他 所 不 慌 的 
东西 作 辩 护 。 在 这 篇 著作 中 ， 贝 克 莱 再 次 抓 住 牛顿 观点 
中 的 矛盾 一 一 如 在 < 分 析 学 ?、《 原 理 ? 和 * 求 积 术 ? 中 所 提 
出 的 一 一 以 说 明 瞬 、 流 数 和 极限 等 概念 的 含糊 不 清 。 故 
林 同 年 在 * 小 小 数学 家 ?中 的 回答 ， 仍 然 是 躲 诅 闪闪 地 重 
复 其 词 。 他 说 明 “ 一 个 初生 的 增 量 是 一 个 刚 开 始 存 在 于 
乌有 之 中 的 增 量 ， 或 刚 开始 生长 的 增 量 ， 但 是 还 没有 达 
到 任何 可 指定 的 无 论 怎样 小 的 量 。 "他 对 牛顿 的 最 终 比 照 
字义 来 理解 为 “在 消失 那个 瞬间 的 它们 的 比 "。 故 林 不 用 
极限 去 解释 牛顿 关于 乘积 的 瞬 的 引 理 ， 反 而 让 自己 卷 入 
了 无 限 小 量 的 纠 绰 之 中 ， 以 致 被 迫 用 莱 布 尼 茨 的 不 确定 
量 的 观点 , 并 说 一 个 瞬 的 量 既 不 园 定 ， 也 不 能 决定 ， 而 是 
“一 个 永远 移动 和 变异 直到 消失 为 零 的 量 , 总 之 它 完 全 是 
不 确定 的 "。 

贝克 莱 的 “分 析 学 家 ?“ 标 志 了 英国 数学 思想 史 中 的 
一 个 转折 点 ”%@ 现在 他 退出 了 论战 , @ 然而 本 杰 明 .' 罗 宾 
斯 在 一 篇 * 论 关于 牛顿 甸 士 的 流 数 法 与 最 初 和 最 终 比 法 
的 实质 和 准确 性 ?中 和 近期 期 刊 中 的 文章 , 指出 改 林 论点 
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的 不 恰当 的 实质 。 如 同 本 书 的 标题 所 指出 的 ， 罗 宾 斯 认 
为 牛顿 论著 中 的 观点 不 是 三 个 ， 而 是 两 个 ， 流 数 以 及 最 
初 和 最 终 比 。 他 认为 前 者 是 更 严密 的 ， 并 说 牛顿 之 使 用 
后 者 ， 只 是 为 了 论证 的 便利 。 他 还 说 流 数 法 是 不 依靠 极 
限 法 而 建立 的 。 罗 宾 斯 承认 牛顿 在 他 的 《原理 ?第 二 册 的 
引 悍 中 运用 了 瞬 是 为 了 容许 有 类 似 无 限 小 的 语言 的 解释 ; 
但 他 又 说 ， 和 牛顿 认 为 只 要 一 次 指出 能 使 它 合 于 最 初 和 最 
终 比 法 , 如 在 第 一 册 的 引 理 中 所 表述 的 , 就 足够 了 。 
虽然 故 林 否认 无 限 小 常量 的 可 能 性 ， 但 是 他 却 相当 
模糊 地 采用 无 限 小 变量 或 消失 量 。 罗 宾 斯 更 强调 否定 任 
何 类 型 无 限 小 量 ， 并 且说 生 顿 关于 瞬 的 叙述 是 可 以 用 最 
初 和 最 终 比 来 解释 。 例 如 ， 林 说 ， 当 & 和 "消失 时 ， 
40+Ba 是 等 于 48 +Bao+ow, 罗 宾 斯 说 4 十 Bu 是 等 于 
为 了 表达 最 终 比 所 必需 的 42 的 增 量 。 这 说 明了 罗 宾 斯 
更 清楚 地 理解 到 逻辑 基础 是 在 极限 方法 中 找到 ， 但 是 由 
于 乘积 48 包含 两 个 独立 变量 ， 如 何 正确 地 把 它 应 用 到 
所 进行 的 问题 中 去 , 他 是 不 清楚 的 。 
罗 宾 斯 的 极限 概念 代表 了 在 一 个 世纪 以 前 ， 瓦 震 利 
欧 和 塔 凯 曾 有 些 模 糊 地 表达 过 的 观点 的 陈述 。 这 也 表明 
在 他 的 思想 中 , 这 一 概念 是 依赖 于 几何 的 直观 , 因为 罗 宾 
斯 不 但 提 到 “消失 量 的 比 ?的 极限 , 也 提 到 “变动 图 形 的 极 
限 形式 作为 例子 , 举 出 圆 是 内 接 正 多 边 形 当 边 数 无 限 增 
多 时 的 极限 。 这 种 算术 观念 和 几何 观念 的 混杂 ， 是 牛顿 
和 莱 布 尼 茨 工作 中 许多 含糊 不 清 的 根源 ， 这 种 情况 持续 
到 下 一 了 世纪。 然而， 罗 宾 斯 比 藻 林 更 清楚 地 认识 到 极限 
概念 的 本 质 。 他 认识 到 “消失 量 的 最 终 比 "是 一 个 形象 化 
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的 表示 , 指 的 不 是 一 个 最 后 的 比 , 而 是 一 个 “定量 , 这 个 定 
量 是 某 个 变动 的 量 经 过 不 断 的 增加 或 减少 而 越 来 越 接近 
的 , …… 假 定 这 个 变量 在 接近 另 一 个 量 的 过 程 中 , 可 以 使 
它 小 于 无 论 如 何 小 的 一 个 指定 的 量 的 话 ……?，“ 虽 然 变 
量 永远 不 能 使 它 绝对 等 于 这 个 定量 ”。 

罗 宾 斯 理解 到 , 而 求 林 却 没有 认识 , 这 个 变量 并 不 需 
要 以 它 所 趋 近 的 定量 作为 它 的 最 后 值 , 虽然 这 定量 “是 被 
作为 变量 最 后 或 最 终 要 等 于 的 那个 量 "。 在 罗 宾 斯 和 发 
林 的 争议 之 中 ， 一 个 变量 是 否 应 认为 必然 达到 它 的 极限 
这 个 问题 是 一 个 主要 部 分 。 罗 宾 斯 所 主张 的 是 反面 ; 故 
林 坚 决 认为 因为 有 些 变量 达到 它 的 极限 ， 所 以 强烈 择 击 
他 的 对 手 误解 牛顿 的 真实 意义 。 然 而 很 难 从 牛顿 的 字句 
中 来 判别 他 确实 的 意义 。 “最 终 比 ?一 词 当然 是 有 利于 
” 林 的 理解, 但 是 为 了 要 吕 免 无 限 小 问题 及 .7 的 意义 中 所 
含 的 逻辑 困难 ， 在 这 时 有 必要 接受 罗 宾 斯 更 合乎 逻辑 的 
观点 , 变量 不 一 定 达到 它 的 极限 。 

罗 宾 斯 如 此 定义 变量 永远 不 能 达到 它 的 极限 ， 使 他 
最 近 受 到 批评 ， 其 理由 是 虽然 这 个 方法 有 某 些 数学 法 上 
的 便利 , 它 所 包含 的 极限 的 想法 没 用 林 的 那样 一 般 化 ， 
“并 且 在 这 种 极限 概念 之 下 ， 阿 基 里 斯 决 不 能 追 上 乌龟 。 
随 着 这 个 批评 ， 得 出 这 样 的 论断 ， 即 人 们 可 假设 一 个 图 
内 接 多 边 形 的 边 数 按时 间 率 倍增 ， 使 得 多 边 形 (变量 ) 到 
达 圆 周 (极限 ) 。 这 一 论断 全 然 离开 了 主题 。 除 了 混淆 极 
限 的 数值 概念 与 一 个 几何 表达 以 外 ， 只 不 过 用 一 个 无 穷 
时 间 级 数 代 替 芝 诺 的 距离 级 数 罢了 。 这 种 代替 显然 是 在 
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下 述 假定 下 作出 的 一 一 由 于 我 们 对 无 休止 的 时 间 流逝 的 
模糊 观念 ( 它 在 阿 基 里 斯 疑难 中 从 属于 静态 的 距离 观 
念 )， 它 在 直观 上 更 显而易见 。 至 于 变量 s 是 否 达 到 极 
限 这 一 问题 更 是 完全 不 相关 的 、 意 义 含 糊 的 , 除非 我 
们 知道 什么 是 “达到 ?一 个 值 的 意义 ， 以 及 “极限 ”和 “ 数 ” 
这 些 名 词 怎样 独立 于 “达到 ?这 一 概念 的 定义 。 如 为 后 来 
.的 几 位 数学 家 所 给 出 的 ， 数 的 定义 使 得 一 个 无 穷 序 列 的 
极限 等 于 序列 它 本 身 , 则 在 这 一 观点 之 下 , 变量 是 否 达到 
它 的 极限 这 一 问题 , 就 没有 逻辑 意义 了 。 因 此 , 无 穷 序 列 
.9，.99，.999， … 就 是 数 业 而 “ 它 是 否 达 到 志 这 个 问题 
就 是 试图 给 出 一 个 满足 直观 的 哲学 上 的 论据 。 罗 宾 斯 不 
可 能 持 有 如 此 细致 的 观点 ， 但 是 他 显然 理解 到 ， 而 故 林 看 
起 来 却 没有 认识 到 ， 任 何 变量 “达到 ?一 个 极限 的 尝试 将 


把 它 着 入 了 的 本 质 的 讨论 之 中 。 因 此 不 能 为 了 他 的 这 


_ 一 局 限 性 而 批评 他 。 
根据 近代 定义 ， 我 们 将 发 现 一 个 变量 是 否 达 到 它 的 
极限 的 问题 是 没有 意义 的 。 然 而 重要 的 是 ， 在 那个 时 候 
作为 一 个 标志 ， 数 学 家 们 依然 觉得 微 积分 必须 理解 为 直 
观 上 合理 ， 而 不 是 逻辑 上 一 致 。 这 就 是 罗 宾 斯 为 什么 认 
为 流 数 法 较 最 初 和 最 终 比 为 合适 的 明显 理由 。 每 个 人 都 
自己 认为 他 对 赂 时 运动 有 一 清楚 的 理解 ， 然 而 逻辑 上 它 
是 用 等 价 于 使 得 最 初 和 最 终 比 有 严格 定义 的 那些 思想 来 
定义 的 。 这 一 点 却 未 被 罗 宾 斯 认识 。 
罗 宾 斯 的 工作 在 英国 没有 受到 充分 的 重视 ， 可 以 从 
下 列 的 事实 见 到 ， 在 1736 到 1787 年 间 所 出 现 的 大 批 有 
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关 流 数 法 的 书籍 虽然 时 常 讨论 到 贝克 莱 的 《分 析 学 家 ?， 
而 对 改 林 和 罗 宾 斯 的 争论 却 从 未 提 及 。 数 学 家 们 对 极限 
方法 仍然 不 感 满意 ， 有 关 无 限 小 的 讨论 虽 不 鼓励 运用 瞬 
的 概念 ， 但 并 没有 能 将 它 驱 除 出 去 。 五 7 年 的 《英国 百 
科 人 全书?* 有 关 流 数 法 的 条 月 说 , “任何 量 在 任 一 给 定点 的 
流 数 , 就 是 假设 那个 量 由 那 一 点 均匀 增加 时 , 它 在 任 一 给 
定时 间 内 所 要 受到 的 增 量 ; 并 且 由 于 不 论 在 什么 时 间 内 ， 
去 测量 都 是 一 样 的 ， 我 们 有 自由 假设 它 小 于 任何 指定 的 
时 间 。” 流 数 与 瞬 之 间 长 期 的 纠缠 仍 未 终止 ,而 罗 宾 斯 对 
牛顿 的 最 初 和 最 终 比 法 的 澄清 , 还 不 足以 将 其 作为 基础 。 
直到 十 九 世 纪 初 受到 了 大 陆 方面 的 影响 ， 才 带 来 了 英国 
数学 的 转折 点 。 

在 此 同时 ， 做 了 许多 尝试 去 寻找 新 的 或 较 满意 的 形 
式 和 论据 来 介绍 牛顿 的 方法 , 有 的 值得 注意 , 有 的 并 没有 
什么 意义 。 其 中 做 得 最 好 , 最 著名 的 要 算 柯 林 * 考 克 劳 林 
了 。 在 他 1742 年 的 * 流 数论 ?中 , 他 的 目的 不 是 去 改变 牛 
顿 的 流 数 法 中 所 涉及 的 概念 ， 而 是 用 古人 的 严谨 方法 去 
证 明和 牛顿 方法 的 有 效 性 一 一 从 几 条 “无 例外 的 原则 ?去 导 
出 这 一 新 的 分 析 学 。 麦 克 劳 林 在 这 个 著作 的 序言 中 表示 
《分 析 学 家 ?的 争论 引起 他 写 这 本 书 。 他 进行 得 非常 细致 
而 周密 。 流 数 的 符号 直到 两 卷 巨著 的 末尾 才 引 出 。 象 罗 
宾 斯 一 样 , 他 排斥 无 限 小 , 因为 它 是 不 可 想象 的 , 并 且 “ 对 
于 几何 这 样 一 门 科 学 来 说 , 是 太 冒 失 的 公设 ”。 然 而 他 并 
不 反对 在 几何 中 引入 骨 时 速度 这 一 概念 ， 因 为 他 觉得 凡 
有 运动 的 地 方 , 设想 速度 是 不 会 有 困难 的 。 才 克 劳 林 说 ， 
事实 上 数学 科学 应 包含 速度 与 运动 ， 以 及 各 种 图 形 的 特 
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性 。 如 同 巴 罗 一 样 ， 他 设想 时 间 的 匀速 流逝 是 为 度量 一 
切 事 物 的 变化 服务 的 。 

巴 罗 曾 定义 速度 为 某 一 时 间 内 经 过 某 一 部 分 空间 的 
能 力 , 有 些 象 亚 里 士 多 德 兽 把 运动 考虑 为 潜 势 的 实现 , 然 
而 麦克 劳 林 却 不 然 ， 他 试图 定义 瞬时 速度 的 方式 使 人 回 
忆 起 奥 雷 姆 的 尝试 : “一 个 可 变 运动 在 任 一 指定 时 限 的 速 
度 不 是 用 那 一 时 限 后 某 一 段 给 定 的 时 间 内 所 实际 经 过 的 
空间 来 度量 的 ， 而 是 用 假如 运动 从 那 一 时 限 起 均匀 地 继 
续 进 行 下 去 时 所 经 过 的 空间 来 度量 的 麦克 劳 林 认 识 到 
”如 果 瞬 时 速度 是 “可 以 度量 的 话 , 它 只 能 在 这 种 意义 之 下 
的 ”。 这 就 是 说 , 他 认识 到 科学 只 研究 实际 时 间 间 隔 , 但 是 
没有 认识 到 , 作为 一 个 数学 概念 , 瞬时 速度 可 以 用 感官 印 
象 以 外 的 推 想 ， 即 通过 平均 变化 率 在 时 间 间 隔 趋向 于 零 
时 的 极限 来 定义 。 

虽然 ， 麦 克 劳 林 认 为 他 对 流 数 的 解释 是 作为 对 微分 
法 的 一 个 批评 , 他 用 时 间 闻 隔 对 流 数 的 解释 (这 里 的 时 间 
间隔 是 在 运动 同样 地 继续 下 去 的 假设 下 产生 出 来 的 ), 指 
出 了 一 条 用 有 限 差 分 和 极限 来 解释 牛顿 的 流 数 方法 的 道 
路 ， 而 有 限 差分 和 极限 也 可 以 用 来 作为 解释 莱 布 尼 欧 的 
微分 的 工具 。 布 鲁 克 ' 素 勤 早 就 发 现 这 样 解释 的 重要 性 ， 
并 在 几 年 以 前 编写 关于 这 方面 的 一 本 书 一 《 正 的 和 反 
的 增 量 方法 > 。 

罗 宾 斯 和 麦 克 劳 林 着 重 牛顿 著作 中 根据 流 数 作 种 种 
解释 ， 而 泰勒 则 认为 牛顿 建立 他 的 方法 于 最 初 和 最 终 比 
的 上 面 。 牛 顿 曾 认识 到 瞬 比 的 极限 与 相应 的 流 数 或 速度 
比 是 一 样 的 东西 。 罗 宾 斯 和 考 克 劳 林 假设 人 人 都 对 朋 时 
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速度 有 一 清楚 的 理解 ， 而 泰 勤 则 觉得 想象 膀 以 及 从 豚 中 
得 出 流 数 比 要 更 容易 一 些 。 但 是 在 这 方面 ， 他 的 工作 有 
时 象 欧 拉 后 来 的 方法 一 样 , 接近 于 暧昧 的 零 之 间 的 运算 。 
泰勒 说 流 数 的 关系 可 以 从 有 限 差分 的 关系 中 得 到 。 在 这 
方面 , 他 的 观点 与 近代 数学 家 们 的 相似 , 虽然 莱 布 尼 蒋 在 
那 时 说 过 , 这 是 “把 车 子 放 在 马 的 前 面 ?。 然 而 , 泰勒 如 同 
菜 布 尼 蒋 一 样 ,对 怎样 从 有 限 差分 过 渡 到 流 数 并 不 清楚 ， 
因为 他 认为 只 要 “初始 的 增 量 ” 写成 零 就 行 了 。 他 想 ， 最 
终 比 就 是 那些 比 , 其 中 的 量 已 经 消逝 , 并 写 为 零 。 这 种 观 
点 后 来 出 现 于 大 陆 上 欧 拉 的 著作 之 中 。 

素 勒 关于 瞬时 速度 的 观点 为 托马斯 . 辛 普 生 所 分 
享 ， 他 对 流 数 法 写 了 一 本 深 受 欢迎 的 教科 书 ，1737 年 出 
版 ，1750 年 出 了 增订 本 。 辛 普 生 感 到 把 流 数 仅仅 看 成 速 
度 , 思想 将 局 限于 一 点 上 ,如 不 妥 加 注意 ,就 将 陷入 哲学 
上 的 困境 。 麦 克 劳 林 也 认识 到 这 一 困难 ， 并 说 那些 流 数 
是 被 它们 所 产生 的 一 些 量 所 度量 ， 如 果 它 们 均匀 地 继续 
下 去 的 话 。 辛 普 生 比 麦 克 劳 林 更 进一步 把 加 速 量 的 流 数 
与 假定 “此 刻 的 快慢 ?均匀 地 继续 下 去 时 ， 在 一 段 给 定 的 
时 间 内 所 产生 的 增 量 等 同 起 来 。 因 此 辛 普 生 随同 泰 鞭 ， 
回 到 牛顿 的 退 的 运用 。 他 用 “" 求 替代 和 牛顿 的 o， 并 且 因 
为 牛顿 在 他 的 < 分 析 学? 中略 去 含 。 的 项 。 辛 普 生 在 点 重 
合 时 , 同样 略 去 " 的 守 , 因为 他 认为 这 些 寡 是 由 于 运动 的 
加 速 所 引起 的 , 而 按照 他 的 定义 “此 刻 的 快慢 ?是 被 看 作 
均匀 地 继续 下 去 的 。 

素 勒 和 辛 普 生 的 那些 观点 与 裘 林 用 来 反对 罗 宾 斯 的 
相 类 似 。 从 而 可 以 看 出 在 牛顿 时 代 后 的 一 个 世纪 中 ， 无 
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限 小 量 在 英国 不 断 地 反复 出 现 , 和 广泛 地 被 应 用 , 同时 还 
可 以 看 出 这 些 量 与 流量 间 的 纠缠 不 清 。 在 英国 的 思潮 
中 ， 还 有 另 一 因素 阻止 了 微 积分 基础 的 早日 澄清 。 泰 勒 
的 差分 法 未 能 产生 决定 性 的 影响 ， 不 但 是 因为 他 的 新 异 
的 符号 和 他 不 够 清晰 的 表达 ， 还 因为 这 一 方法 本 质 上 是 
算术 的 ， 并 且 涉 及 不 为 当时 英国 数学 界 所 欢迎 的 相当 高 
度 的 抽象 化 。 尽 管 牛顿 在 无 穷 级 数 方面 的 工作 ， 流 数 法 
的 基础 关于 量 的 概念 方面 ， 本质 上 是 几何 的 。 英 国 数学 
家 们 紧 紧 抓 住 速 度 概 念 不 放 ， 可 能 是 由 于 需要 一 个 直观 
上 易于 接受 的 背景 , 而 同样 重要 的 原因 , 则 是 由 于 对 他 们 
先辈 的 忠诚 景仰 。 这 一 点 特别 在 麦克 劳 林 的 著作 中 显示 
出 来 。 这 本 书 是 在 用 几何 和 力学 概念 对 微 积分 作 严谨 解 
释 的 杰出 著作 。 这 本 书 虽然 广 被 称誉 , 却 很 少 被 人 阅读 ， 
因而 不 一 定 较 在 总 的 思想 方面 与 它 类 似 的 罗 宾 斯 的 著 
作 , 有 更 多 的 影响 。 
《分 析 学 家 ?上 大 部 分 的 争论 和 对 极限 概念 理解 的 混 
乱 , 是 因为 对 几何 问题 和 算术 问题 缺少 一 个 明确 的 区 别 ， 
还 因为 对 函数 缺乏 一 个 正式 的 定义 。 英 格 兰 观点 上 的 这 
些 弱 点 , 特别 在 牛顿 求 乘积 的 瞬 中 呈现 出 来 , 这 就 是 贝克 
莱 某 些 严厉 择 击 的 目标 。 和 牛顿 曾 含糊 地 指出 应 用 极限 法 
(本 质 上 是 算术 的 ) 可 使 它 严谨 ， 但 他 却 把 乘积 解释 为 几 
何 上 的 一 个 矩形 的 面积 。 因 此 就 看 不 出 是 否 要 把 乘积 看 
作 一 个 或 二 个 变量 的 函数 。 在 某 种 意义 下 ， 时 间 是 取 作 
一 个 自 变量 , 但 这 只 用 来 帮助 概念 的 表达 , 而 不 是 为 了 微 
分 法 的 需要 ， 把 问题 转化 为 一 个 单一 自 变 量 的 函数 的 问 
题 。 
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我 们 将 发 现在 大 陆 上 有 一 成 长 的 趋势 ， 把 微 积分 与 
函数 的 正式 概念 联系 起 来 ， 而 不 与 几何 直观 联系 起 来 。 
由 这 个 趋势 所 发 展 起 来 的 观念 , 直到 下 一 世纪 开始 为 止 
对 变化 不 定 的 英国 观点 并 没有 什么 显著 的 影响 。 但 是 在 
此 期 间 ， 在 英国 偶 有 用 算术 方法 及 观念 替代 几何 和 动力 
学 的 方法 和 观念 ， 但 这 个 尝试 又 半途 中 止 。 到 处 都 有 这 
样 的 想法 ， 新 分 析 学 必须 沿 着 算术 和 代数 所 提供 的 普通 
方法 来 进行 ， 而 引用 运动 论点 是 既 无 保证 又 无 必要 。 然 
而 这 个 时 候 建立 代数 化 微 积分 的 努力 ， 都 是 以 缺少 论证 
的 严谨 性 为 特征 的 。 

在 把 微 积分 芮 基于 只 从 代数 和 几何 中 得 来 的 原则 ， 
而 “不 求 其 它 如 拟 想 的 运动 和 不 可 提 摸 的 无 限 小 等 补助 ? 
的 努力 中 ， 最 著名 而 又 最 少 受 到 反对 意见 的 是 约翰 。 兰 
登 1758 年 在 他 称 为 “ 残 差分 析 》 中 所 做 出 的 。 兰 登 计算 
“一 个 残 差 除 以 另 一 残 差 的 商 的 值 > 以 代替 流 数 或 微分 之 
商 的 计算 。 所 谓 残 差 就 是 具有 形 如 z 一 2 或 节 一 欢 的 表 
' 达 式 。 因 此 兰 登 的 方法 就 是 一 种 不 审慎 的 不 定式 的 远 
算 。 已 知 一 函数 Fe)， 兰 登 发 现 “我 们 时 常 应 给 出 克 - 


被 :一 z 除 的 商 "。 例 如 ， 他 为 求 出 ”的 流 数 或 残 差 之 商 ， 


然后 取 ”= 2z。 
兰 登 的 方法 曾 被 说 成 是 采用 了 达 兰 贝尔 的 极限 ， 它 
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假定 可 以 达到 而 不 是 一 个 要 多 近 就 可 多 么 趋 近 的 终点 。 
这 样 说 法 是 过 于 宽大 了 。 如 果 兰 登 据 有 极限 概念 ， 在 此 
需要 清楚 而 公开 地 认识 它 的 基本 重要 时 ， 他 一 定 很 有 效 
地 把 它 隐 藏 于 令 人 不 易 理 解 的 符号 和 术语 之 中 了 。 虽 然 
我 们 将 发 现 达 兰 贝尔 在 那 时 推动 大 陆 上 的 数学 家 们 把 微 
分 的 逻辑 基础 建立 在 极限 的 观念 上 ， 在 英国 却 没 有 一 个 
强 有 力 的 领袖 传播 这 一 学 说 ， 使 其 不 受 几 何 上 和 力学 上 
繁琐 细节 的 干扰 。 由 于 欧洲 进展 的 效果 ， 它 终于 被 引 
入 英国 数学 中 去 。 我 们 现在 将 转 入 讨论 欧洲 方面 的 进 
展 。 

当 英 国 数学 家 们 忙于 论证 流 数 法 中 所 涉及 各 种 观点 
的 有 效 性 时 ， 大 陆 上 微 积 分 正在 快速 获得 人 们 的 欢迎 。 
莱 布 尼 欧 的 微分 计算 要 点 于 1684 年 刊载 于 教师 期 刊 》， 
而 积分 的 计算 要 点 则 于 1686 年 刊 出 。 由 于 莱 布 尼 茨 不 
象 牛顿 ， 他 广泛 地 与 许多 数学 家 通信 讨论 新 分 析 学 这 一 
学 科 , 以 寻求 最 恰当 的 符号 和 表达 的 形式 , 于 是 就 成 长 了 
一 批 热心 这 一 学 科 的 爱好 者 ， 不 久 他 们 就 作出 他 们 自己 
”的 贡献 。 
例如 在 瑞士 有 约翰 , 贝 努 里 和 入 姆 斯 ' 贝 努 里 ， 前 者 
在 1691 一 1692 年 写 了 一 本 微 积分 学 的 短 著 , 直到 1924 年 
才 发 表 。 这 一 学 科 的 第 一 本 教科 书 出 现 于 1696 年 。 它 
是 莱 布 尼 茨 的 一 个 法 国门 徒 洛 比 达 侯 珊 所 写 的 , 书 名 * 用 
于 理解 仙 线 的 无 限 小 分 析 >, 就 表示 了 他 的 方法 。 这 一 著 
作 至 少 一 部 分 是 依据 约翰 . 贝 努 里 早期 的 著作 。 虽然 洛 
比 达 没有 在 这 本 书 中 讨论 微 积分 学 基本 概念 的 本 质 ， 但 
在 普及 这 一 新 学 科 方 面 , 他 扮演 了 一 个 主角 ; 原因 由 于 他 
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的 书 出 了 好 几 版 , 和 通过 他 对 “学 者 期 刊 ? 所 施 的 影响 。 通 
过 这 一 期 刊 和 < 教师 期 刊 ? 产 生 了 对 微分 学 的 一 股 热 潮 ， 
从 而 在 大 陆 上 对 流 数 法 无 人 问津 了 。 有 趣 的 是 这 也 同时 
使 人 比较 地 不 注意 牛顿 的 科学 ， 而 回 过 来 去 注意 笛 卡 儿 
的 科学 。 直 到 经 过 伏 尔 泰 的 努力 ， 牛 顿 才 在 法 国 再 度 受 
到 欢迎 。 在 德国 , 微分 学 为 克里斯蒂 安 . 沃 尔 夫 的 哲学 著 
作 和 贝 努 里 兄弟 的 数学 著作 所 普及 。 在 意大利 , 葛 依 多 。 
格 兰 迪 对 微分 学 表示 热烈 的 兴趣 ， 他 是 莱 布 尼 茨 的 另 一 
.通信 对 象 ， 并 在 十 八 世纪 初叶 写 了 许多 有 关 微 积分 学 的 
书 。 

_ 虽然 革 布 尼 茨 的 微 积 分 学 广 受 欢迎 ， 但 关于 分 析 学 
的 基础 还 负 乏 清晰 而 统一 的 意见 。 伏 尔 泰 称 微 积分 学 为 
“精确 地 计算 和 度量 其 存在 无 从 想象 的 东西 的 艺术 。? 莱 
布 尼 茨 所 表现 的 犹 玉 不 决 亦 见 之 于 他 的 追随 者 。 约 翰 。 . 
贝 努 里 在 他 微分 学 的 小 册子 里 ， 开 头 就 用 了 一 个 悖 论 式 
的 公设 ;一 个 量 增 加 或 减少 一 个 无 限 小 量 ， 结 果 既 不 增 
加 也 不 减少 。 换 句 话说， 贝 努 里 把 略 去 高 阶 无 限 小 而 不 
是 把 极限 作为 基本 思想 。 同 样 在 积分 学 里 ， 他 认为 一 个 
无 限 小 段 曲线 ， 两 端点 的 纵 坐 标 和 相应 的 横 坐 标 之 差 所 
围 成 的 图 形 是 一 个 平行 四 边 形 。 虽 然 他 将 曲面 看 作 这 种 
面积 的 微分 的 和 ， 但 不 象 莱 布 尼 茨 那样 把 积分 定义 为 这 
样 一 个 和 , 而 定义 为 微分 的 逆 运 算 , 再 加 上 一 个 适当 选择 
的 常数 一 一 这 样 一 个 定义 停留 在 整个 下 一 世纪 之 中 。 

我 们 看 到 菜 布 尼 茨 总 是 把 他 的 无 限 小 当 作 无 限 地 或 
无 可 比拟 地 小 , 而 约翰 。 贝 努 里 在 1698 年 致 菜 布 尼 茨 的 
一 封 信 中 敢于 声称 , 由 于 自然 界 中 的 项 数 是 无 限 多 的 , 无 
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限 小 的 存在 是 一 当然 事实 。 他 企图 盖 明 这 样 一 个 论 断 ， 
好 象 帕 斯 卡 在 他 的 论述 中 所 指出 的 , 通过 个 数 关系 , 一 个 
“无 限 小 的 存在 意味 着 一 个 无 限 大 的 存在 。 贝 努 里 要 把 这 


祥 的 论证 用 于 实际 无 限 小 的 例子 中 去 ， 设 无 穷 级 数 己 ， 
也 癌 …* 为 已 知 ， 如 果 有 十 项 ， 那 末 十 分 之 一 舟 存 在 : 


如 果 有 一 百 项 , 就 存在 一 百 分 之 一 ，……。 如 果 项 数 为 无 
限 多 , 那么 这 里 所 假设 的 ， 就 存在 无 限 小 。 在 回答 中 , 莱 
布 尼 茨 明智 地 告 诚 他 有 关 有 限 的 论证 不 一 定 适 用 于 无 
限 , 并 且 无 限 与 无 限 小 都 是 想象 出 来 的 , 即使 他 们 确定 真 
实 的 关系 。 但 是 ， 约 输 , 贝 努 里 没有 接受 这 一 患 告 , 并 坚 
持 他 对 无 限 和 无 限 小 的 看 法 ， 这 种 看 法 使 人 想起 沃 里 其 
的 早期 著作 。 

在 这 两 个 著名 的 贝 努 里 兄弟 中 ， 约 翰 较 富 于 思想 能 
力 和 创造 性 ， 而 储 姆 斯 则 以 批判 能 力 见长 。 这 一 点 从 他 
们 对 待 微 积分 的 态度 就 能 清楚 地 看 出 。 对 于 无 限 小 ， 约 
翰 表 述 了 莱 布 尼 获 肯定 的 观点 ， 而 他 的 兄弟 篇 姆 斯 则 摆 
脱 了 莱 布 尼 欧 较 遵 慎 的 观点 。 往 姆 斯 发 现 应 用 无 限 大 不 
足以 使 信服， 并且 距 二 人 的 意见 也 太 远 。 他 主张 无 限 
小 量 不 能 作为 一 个 定量 , 而 只 是 心灵 的 虚构 一 “一 个 永 


远 不 断 地 向着 乌有 的 流动 "。 因 此 ,“ 比 -3 十 9 永远 是 


变异 的 ,并 且 不 能 变 为 定量 ， 除 非 my 是 真正 的 零 ?。 这 种 
把 微分 看 作 变 量 的 观点 将 把 微 积分 同 极限 方法 联系 起 
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来 。 但 是 储 姆 斯 -只 努 里 不 能 清楚 地 表达 这 一 观念 , 因为 
他 如 同 菜 布 尼 茨 一 样 ， 不 能 区 分 自 变 量 和 因 变 量 。 换 名 
话说 , 函数 概念 还 没有 居于 首要 地 位 。 

虽然 久 姆 斯 ' 册 努 里 试图 回避 准 无 限 小 , 并 且 主 张 小 
于 任何 给 定量 的 量 就 是 零 ， 但 他 的 态度 时 有 摇摆 。 有 时 
他 说 当 涉 及 无 可 比拟 的 小 量 时 , 欧 几 里 得 的 公理 “等 量 减 
去 等 量 , 它们 的 差 仍然 相等 并 不 绝对 准确 。 为 了 这 个 理 
由 ， 他 警告 说 在 无 限 小 的 微 积分 中 ， 人 们 必须 注意 避免 
背 理 。 

沃 尔 夫 是 菜 布 尼 茨 在 数学 和 哲学 方面 的 一 个 追随 
者 ， 他 的 著作 广 为 流 传 。 他 修改 了 往 姆 斯 " 贝 努 里 的 观 
点 ， 这 些 观 点 是 受 莱 布 尼 茨 的 著作 所 启示 的 。 他 认为 无 
限 大 和 无 限 小 都 是 不 可 能 的 ， 或 者 只 是 方便 的 几何 上 的 
虚构 , 它 由 形象 化 的 说 法 而 得 出 , 对 发 明 是 有 用 的 。 他 说 
称 某 一 事物 无 限 大 , 只 能 理解 为 它 超过 任何 数 。 同 样 , 从 
字面 严格 的 意义 来 说 , 无 限 小 并 不 是 一 个 真实 的 量 , 而 是 
象 莱 布 尼 蒋 有 时 所 认为 只 是 某 种 想象 的 符号 。 

某 些 数学 家 追随 沃 尔 夫 否 认 无 限 小 的 真实 性 ， 同 时 
另外 一 些 人 则 采取 相反 的 观点 。 在 意大利 , 葛 依 多 . 格 兰 
迪 主 张 存在 着 各 阶 的 绝对 无 限 大 和 无 中 小 量 。 他 定义 一 
阶 无 限 大 和 无 限 小 量 是 那些 量 ， 它 们 与 同类 的 任 一 有 限 
数 之 比分 别 大 于 或 小 于 任 一 指定 的 数 。 高 阶 无 限 大 和 无 
限 小 量 可 以 类 似 地 用 低 阶 的 来 定义 。 他 认为 比 任何 指定 
的 量 相差 还 要 小 的 两 个 量 是 相等 的 。 他 感到 这 只 是 一 种 
简短 的 方式 表述 欧 几 里 得 和 阿 基 米 德 在 他 们 有 关内 接 和 
外 切 图 形 的 著作 中 所 说 的 。 作为 一 个 把 微分 加 起 来 得 出 
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有 限 值 的 例子 , 格 兰 迪 引用 这 个 悖 论 式 的 结果 1-1+1 
-1+…=0+0+…=1/2。 他 建议 莱 布 尼 蒋 ， 这 可 与 基 
督 教 的 玄 义 相 比 ， 并 与 创造 世界 相 比 ， 就 是 由 于 这 一 创 
造 , 一 个 绝对 无 限 的 力 于 绝对 乌有 中 创造 出 来 。 

经 过 了 一 段 犹 丈 不 决 的 时 期 ， 在 法 国 出 现 了 比 格 兰 
迪 所 发 表 的 更 为 大 胆 的 观点 。 约 翰 . 贝 努 里 的 第 一 个 学 
生 洛 比 达 , 在 他 的 < 无 限 小 分 析 > 中 提出 他 老师 的 观点 ; 稍 
后 , 贝 努 里 “在 法 国 的 好 友 ” 皮 埃 尔 * 瓦 里 尼 翁 为 这 个 新 分 
析 学 贡献 出 力量 。 如 同 纽 文 蓄 反 对 菜 布 尼 茨 的 微 积分 ， 
和 贝克 菜 反 对 牛顿 的 一 样 ，1700 年 在 法 国 科学 院 发 生 了 
一 次 有 关 无 限 小 方法 的 真实 性 的 论战 。 在 这 次 讨论 会 
上 ， 罗 和 尔 认为 这 些 方法 导致 竣 论 。 约 翰 , 册 努 里 出 于 偏 
见 ， 说 罗 尔 不 懂 微 积分 。 瓦 里 尼 翁 试图 间接 地 证 明 无 中 
小 方法 能 与 欧 几 里 得 的 几何 调和 , 以 澄清 这 个 局 面 。 

在 1727 年 ， 巨 里 尼 翁 的 朋友 、 法 国 作者 贝尔 纳 , 丰 
特 奈 尔 夺 口 说 , 科学 院 不 再 是 两 派 了 。 他 写 了 一 本 《无限 
几何 的 原理 ?, 披露 了 这 一 事实 。 其 中 对 这 个 问题 没有 一 
点 怀疑 的 表示 。 丰 特 奈 尔 的 著作 表现 了 一 种 对 无 限 大 绝 
对 的 武断 。 丰 特 奈 尔 认为 几何 是 纯 理 性 的 ， 且 不 依赖 于 
图 形 的 实际 存在 和 描绘 ， 他 并 没有 象 亚 里 士 多 德 或 莱 布 
尼 蒋 那样 ， 从 科学 或 哲学 的 观点 去 探讨 这 一 课题 。 他 反 
对 将 无 穷 大 看 成 神秘 莫 测 ， 并 反对 卡 瓦 利 里 的 处 理 过 于 
节制 。 虽 然 丰 特 奈 尔 知道 级 数 怎样 由 有 限 趋 向 无 限 的 方 
式 是 不 可 想象 的 , 但 他 仍 忠 实地 追随 沃 利 斯 写 co 为 无 限 
序列 0 1，2，3,… 的 最 后 一 项 。 在 这 样 定 义 无 限 大 的 基 
础 上 , 不 特 奈 尔 包括 在 他 的 计算 中 不 仅 有 co 的 整数 寄 , 其 


至 还 有 分 数 寡 和 无 穷 大 的 宕 。 他 采用 了 如 oo324 和 oo 
这 样 的 符号 , 并 写 出 如 co .co”-1= co” 这样 的 等 式 。 因 为 
沃 利 斯 写 无 限 小 为 1/ co， 所 以 丰 特 奈 尔 导出 他 的 各 阶 无 
限 小 为 无 限 大 的 才 的 倒数 。 虽 然 他 用 莱 布 尼 欧 的 特征 三 
角形 来 定义 微分 org 和 dx 他 认为 这 些微 分 是 与 1/ oo 同 
阶 的 量 。 

有 趣 的 是 我 们 发 现 了 三 个 人 一 一 沃 利 斯 约翰, 册 努 
里 和 丰 特 奈 尔 ， 他 们 都 试图 用 算术 的 形式 把 无 限 小 作为 
无 限 大 的 倒数 而 导出 〈 帕 斯 卡 曾 用 同样 的 方式 把 无 限 大 
这 样 地 与 无 限 小 联系 起 来 ) 。 因 为 在 那 时 , 无 论 无 限 大 还 
是 无 限 小 都 缺乏 合适 的 定义 ， 这 样 的 尝试 就 根本 不 可 能 
具有 任何 数学 的 严谨 性 。 这 些 尝试 也 违反 当时 总 的 趋 
势 ， 那 时 的 数学 基础 仍 建立 在 几何 概念 之 上 。 算 术 尚未 
发 展 到 足够 抽象 化 和 符号 化 的 地 步 ， 使 其 脱离 空间 的 解 
释 ， 因 为 数 仍然 在 度量 上 理解 为 几何 量 之 比 。 笛 卡 儿 曾 
确认 数字 计算 和 儿 何 计算 的 同一 性 。 牛 顿 曾 说 过 数 是 量 
之 比 , 而 沃 尔 夫 写 道 , 一 个 数 是 任何 这 样 的 东西 , 它 与 I 
的 关系 就 象 一 条 直线 与 另 一 条 直线 的 关系 。 结 果 ， 流 数 
和 微分 的 方法 自然 地 被 认为 是 解决 几何 问题 的 方便 之 
法 。 虽 然 结果 通常 是 用 代数 术语 来 表达 的 ， 但 其 依据 是 
从 吉 人 的 几何 中 而 不 是 从 算术 的 概念 中 去 寻找 的 。 由 于 
十 八 世 纪 前 半 叶 一 些 最 伟大 的 数学 家 的 推动 ， 新 分 析 学 
开始 有 了 观点 的 转变 ， 这 种 转变 在 一 定 程度 上 已 为 沃 利 
斯 、 贝 努 里 和 丰 特 奈 尔 预 先 感觉 到 。 

莱 晶 纳 德 . 欧 拉 写 了 大 量 的 书 和 文章 以 提倡 这 门 新 
分 析 学 。 他 把 它 组 织 起 来 , 并 把 它 置 于 形式 化 的 基础 上 。 
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他 的 许多 前 辈 认 为 微 积 分 学 是 与 几何 结合 在 一 起 的 ， 但 
是 欧 拉 使 这 一 学 科 成 为 一 种 形式 的 函数 理论 ， 因 而 就 无 
须 回 到 几何 图 形 或 几何 概念 上 去 了 。 莱 布 尼 茨 用 函数 这 
个 词 有 些 象 我 们 今天 的 用 法 , 并 自 夸 他 的 无 限 小 法 , 不 是 
只 限于 代数 函数 , 如 同 笛 卡 儿 的 那样 , 也 同样 适用 于 对 数 
和 指数 函数 。 然 而 欧 拉 是 突出 函数 概念 、 并 对 全 体 初 等 
函数 连同 它们 的 微分 和 积分 进行 了 系统 的 研究 和 分 类 的 
第 一 个 数学 家 。 
函数 这 个 词 , 对 欧 拉 的 理解 来 说 ， 与 其 设想 为 任何 依 
赖 于 某 些 变量 的 量 ， 毋 宁 看 作 是 由 简单 符号 表示 出 来 的 
某 些 常量 和 变量 的 解析 式 所 表达 的 量 。 通 数 的 本 质 是 一 
种 形式 上 的 表示 , 而 不 是 概念 上 的 一 种 关系 的 承认 。 十 八 
世纪 中 微 积分 似乎 自动 发 展 的 原因 ， 主 要 由 于 这 种 形式 
论 的 观点 。 对 于 这 种 观点 ， 莱 布 尼 茨 的 符号 是 如 此 合宜 
地 适应 。 微 积分 所 获得 的 成 就 越 大 ， 需 要 欧 拉 考 证 他 的 
方法 的 合理 性 就 越 少 。 他 对 于 这 一 学 科 的 基础 的 观点 ， 
有 些 象 沃 利 斯 .泰勒 . 约翰 . 贝 努 里 和 丰 特 奈 尔 , 是 极其 初 
等 的 。 他 党 得 无 限 大 和 无 限 小 的 概念 ， 并 不 如 通常 押 想 
的 含有 什么 了 不 起 的 神秘 性 。 他 认为 一 个 无 限 小 或 消逝 
的 量 只 是 一 个 趋 于 零 的 量 。 
这 一 观点 本 来 可 以 合适 地 作为 用 极限 来 理 解 的 基 
础 ， 就 是 只 要 把 微分 理解 为 趋向 以 零 为 极限 的 变量 。 但 
是 欧 拉 并 没有 这 样 做 。 在 微 积 分 的 整个 发 展 过 程 中 , 这 个 
困扰 人 类 的 无 限 小 ， 在 各 个 阶段 都 曾 被 当 作 较 任 何 指定 
的 量 还 要 小 的 量 。 欧 拉 特 别 反 对 任何 诸如 这 类 的 数学 原 
子 论 或 单子 论 , 并 奶 斥 这 是 “对 充足 理由 律 的 拙 沙 焉 曲 ”。 
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如 同和 詹姆斯 ' 只 努 里 一 样 , 他 认为 小 于 任何 指定 量 的 数 必 
然 是 一 个 零 。 因 此，dz 和 dy 就 是 零 。 虽 然 他 承认 有 无 限 
多 个 的 无 眼 小 , 如 在 高 阶 无 限 小 中 所 出 现 的 , 但 他 把 它们 
都 当 作 零 。 莱 布 尼 茨 在 某 处 曾 建议 将 微分 看 成 定性 的 零 ， 
然而 由 于 连续 性 定律 ， 它 们 仍然 保持 有 限量 之 间 的 关系 
的 特征 ， 因 为 它们 是 从 有 限量 中 导出 来 的 。 欧 拉 遵 照 他 
的 形式 化 的 观点 ， 不 那么 哲学 地 认为 那 两 个 代表 微分 的 


零 应 通过 这 一 众所周知 的 事实 , 即 比 了 在 基 种 意义 上 可 
以 代表 任何 有 限 数 的 比 二 来 加 以 识别 。 因 此 ， 对 于 欧 
_ 垃 生 积 分 就 是 求 消 首 的 增 量 的 比 _ 求 趟 站 之 值 的 一 


种 富有 启发 性 的 方法 .@ 
在 表明 微 积分 学 中 略 去 高 阶 无 限 小 的 理由 时 ， 欧 拉 
的 论点 也 不 够 清楚 的 。 他 认为 在 式 c 士 e 中 ， 无 限 小 
量 de 在 如 消失 之 前 消失 。 因 此 , 对 于 晓 =0，dz 士 do 
对 加 之 比 将 是 一 个 相等 之 比 。 在 某 处 , 如 同 贝 克 莱 所 主 
张 的 , 他 创 议 略 去 含 无 限 小 的 项 时 , 可 以 酌 量 允许 一 些 误 
差 ; 并 且 有 时 , 他 还 用 差分 作为 微分 在 实用 上 的 代替 。 但 
是 ， 欧 拉 并 没有 说 明 从 一 种 过 法 到 另 一 种 的 理由 。 莱 布 
尼 茨 曾 解释 以 一 不 确定 量 来 代替 确定 量 是 可 以 用 连续 性 
定律 来 证 明 的 。 然 而 欧 拉 则 仿照 泰勒 ， 只 是 以 零 来 代 夫 
增 量 。 例 如 求 一 的 微分 , 他 让 变 成 z+ 于 是 zx 和 
外 柯 亨 (< 微分 法 原理 和 它 的 历史 >?， 第 96 页 ) 在 讲 到 了 欧 拉 对 零 的 用 法 
时 , 显示 出 他 对 极限 概念 缺乏 理解 。 他 说 : “显然 , 他 在 这 里 也 只 是 运用 了 


极限 方法 ,但 是 他 却 超出 了 这 种 方法 : 他 把 增 量 本 身 看 作为 零 ( 消 失 了 的 二 
量 ), 而 不 是 把 过 程 看 作为 消失 的 量 。 
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的 增 量 比 等 于 12z+w。 除 非 w 等 于 零 ， 否 则 这 个 比 永 
不 等 于 112z。 如 同 素 勒 求 za 的 流 数 那样 ， 欧 拉 于 是 以 
0 去 代替 从 而 得 到 消逝 比 -从 -= 笠 。 

对 于 无 限 大 ， 欧 拉 采 取 沃 利 斯 和 丰 特 奈 尔 的 观点 。 
由 于 级 数 芋 2+3+… 之 和 能 大 于 任何 有 限量 ， 它 必 邹 
为 无 限 大 , 并 能 表 为 符号 。 在 另 一 处 ， 他 创 议 co 是 介 
于 正 数 与 负数 之 间 的 一 种 极限 。 就 这 一 点 ， 它 就 条 数 0 


在 类 似 情 况 ,他 认为 关系 式 二 = co 可 以 理解 为 乌有 乘 
以 无 限 大 能 得 到 一 个 有 限量 的 结果 。 再 者 ， 由 于 dz 一 0 
- 才 为 无 限 大 ， 因 此 -es 将 是 二 阶 的 无 限 大 。 一 般 地 


说 ， 对 应 于 微分 的 阶 ， 就 有 无 限 多 个 无 限 的 级 。 若 > 为 
无 限 大 ， 他 认为 介 于 工 与 moom 之 间 有 1000 级 个 无 限 
大 。 欧 拉 处 理 无 限 大 有 欠 审 慎 的 态度 ， 也 可 从 他 运用 发 
散 级 数 中 见 到 。 如 莱 布 尼 欧 重建 议 的 ，1 一 T+I-T+，… 
-去 , 欧 拉 就 认为 可 以 从 -Ti = 工 导出 1 2+3- 
4+5-…= 开 的 结论 。 在 略为 不 同 的 观点 下 ， 欧 拉 增 加 


了 HI-3+5-7 十 …=0 的 结论 。 在 他 的 著作 中 可 以 找到 
许多 类 似 的 发 散 级 数 的 例子 。 
由 于 欧 拉 把 自己 限制 于 那些 正规 的 函数 ， 他 没有 卷 
入 到 有 关 无 限 大 和 连续 概念 的 那些 细致 曲折 的 困难 中 
去 ， 这 些 困难 后 来 使 得 这 样 一 种 纯朴 的 地 位 不 能 维持 下 
去 。 虽 然 他 对 微 积分 学 的 基本 原理 缺乏 下 一 世纪 进入 数 
学 中 去 的 精确 和 严谨 的 形式 ， 他 的 著作 所 引入 的 形式 主 
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义 的 趋势 ， 却 把 这 种 新 的 分 析 学 从 一 切 几 何 的 杉 锁 中 解 
放出 来 ， 并 且 使 算术 解释 更 易于 被 人 所 接受 。 这 种 解释 
通过 欧 拉 所 忽视 的 极限 概念 , 后 来 使 微 积分 得 到 江 清 。 

当 欧 拉 受 了 莱 布 尼 蒋 和 贝 努 里 兄弟 的 影响 ， 在 微分 
为 零 的 假设 之 下 ， 如 此 成 功 地 工作 着 时 ， 与 他 同时 期 的 
让 . 勤 ' 隆 . 达 兰 贝尔 公开 宣讲 -- 种 观点 ， 经 过 后 来 的 加 
工 ， 终 于 成 为 现代 所 接受 的 形式 。 虽 然 牛顿 与 菜 布 尼 欧 
谁 先 谁 后 之 争 , 疏远 了 英国 和 大 陆 上 的 数学 家 们 , 然而 任 
一 方 并 不 是 完全 不 了 解 另 一 方 的 观点 。 在 1789 年 , 罗 宾 
斯 批评 欧 拉 对 无 限 小 的 粗糙 想法 ， 说 他 所 以 在 方法 上 有 
错误 ， 是 因为 追随 了 教 他 的 那个 "缺乏 技巧 的 计算 家 ”( 约 
输 ' 贝 努 里 ) 的 缘故 。 

同样 ， 贝 克 莱 - 硝 林 - 罗 宾 斯 争论 的 主要 内 容 也 为 大 
陆 上 的 数学 家 们 所 知道 。 布 封 在 他 翻译 牛顿 “ 流 数 法 ? 历 
史 引 言 中 , 批评 贝克 莱 和 罗 宾 斯 反对 牛顿 的 某 些 论证 , 并 
热诚 地 偏 祖 落 林 元 长 而 懈 弱 的 辩护 为 “踏实 的 、 明 智 
的 、 可 喜 的 ?。 虽 然 他 党 得 罗 宾 斯 不 公正 地 批评 了 欧 拉 和 
贝 努 里 , 他 本 人 也 反对 欧 拉 关于 无 限 大 和 无 限 小 的 观点 。 
他 认为 序列 了 多 3，… 没 有 最 后 项 ， 所 以 无 限 大 和 无 限 
小 只 是 “不 存在 的 情况 ”。 由 于 布 封 对 自然 科学 比 对 数学 
科学 更 感 兴趣 , 他 这 个 观点 没有 进一步 的 讨论 ; 而 数学 家 
达 兰 员 尔 对 无 限 大 和 无 限 小 这 两 个 名 词 ， 只 表示 无 限制 
地 大 和 无 限制 地 小 的 观点 作 了 较 全 面 的 研究 , 他 是 以 此 
为 他 的 极限 理论 的 基础 的 。 

达 兰 贝尔 之 所 以 认为 极限 方法 是 微 积分 学 的 基 本， 
可 能 是 受 了 两 本 较 早 著作 的 引导 。 在 著名 的 百科 全 书 》 
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中 他 的 一 篇 有 关 微 分 的 论文 提 到 这 两 本 书 , 一 本 是 1704 
年 牛顿 的 < 曲线 求 积 术 >, 一 本 是 1746 年 德 . 拉 . 夏 佩 尔 的 
《几何 学 的 建立 ?。 后 者 是 一 本 流传 贤 广 的 教科 书 ， 把 他 
与 史 蒂 汶 、 圣 文 森 特 的 格雷 戈 里 以 及 其 他 诸 人 的 极限 观 
念 的 预示 联系 起 来 。 
达 兰 贝尔 并 不 按 字面 把 牛顿 的 “最 初 和 最 终 比 ?理解 
为 忽然 跳出 来 的 两 个 量 的 第 一 个 和 最 后 一 个 比 ， 而 是 理 
解 它 为 一 个 极限 。 他 称 一 个 量 是 另 一 个 量 的 极限 ， 如 果 
第 二 个 能 较 任 何 给 定 的 量 更 接近 地 趋向 于 第 一 个 ， 或 者 
如 此 趋 近 使 得 它们 之 差 是 绝对 不 确定 的 。 正 确 地 讲 就 是 
他 觉得 变化 的 量 决 不 能 重合 于 或 等 于 它 的 极限 。 因 此 ， 
达 兰 贝尔 在 本 质 上 是 半 同 罗 宾 斯 对 牛顿 的 意义 的 理解 
的 。 他 应 用 了 同样 的 思想 于 微分 学 上 。 回 忆 起 来 ， 菜 布 
尼 茨 曾 说 过 , 人 们 可 以 把 微分 看 作 不 确定 量 ， 这些 量 ， 根 
据 连续 性 定律 , 表 出 失去 大 小 之 量 的 最 终 关 系 。 然 而 , 正 
如 达 兰 贝尔 否认 最 终 比 这 种 想法 的 真实 性 一 样 ， 他 也 拒 
绝 能 为 微分 所 决定 的 最 终 关 系 这 样 想法 的 真实 性 。 他 说 
微分 学 的 基础 如 同 流 数 法 的 一 样 ， 可 建立 在 极限 的 概念 
之 上 。“ 求 方程 的 导数 只 要 求 方程 中 所 包含 的 两 个 变量 的 
差分 之 比 的 极限 ”。 达 兰 贝 尔 认为 这 是 微 积 分 学 的 真实 的 
理论 基础 。 附 带 地 , 他 也 承认 这 较 应 用 的 规则 更 难 发 展 。 
组 文 蒂 曾 批评 菜 布 尼 欧 的 高 阶 微分 是 不 存在 的 。 然 
而 达 兰 贝尔 说 这 样 的 区 别 是 不 相干 的 ， 因 为 微分 的 符号 
只 是 一 个 方便 简捷 的 说 法 ， 是 用 来 避免 在 表达 极限 概念 
时 所 必需 的 迁 回 讲法 。 他 认为 无 限 小 量 就 其 本 身 而 言 ， 
总 是 不 存在 的 。 
e。 261 。 


一 个 量 是 某 些 东西 , 或 者 什么 都 不 是 : 如 果 是 某 些 东 西 ， 它 
还 没有 消失 ; 如 果 它 什么 都 不 是 , 依 字面 讲 ， 它 已 消失 。 有 一 中 
闻 状 态 介 于 这 机 者 之 间 的 假设 是 幻想 。 
正如 一 阶 微分 用 极限 来 解释 ， 达 兰 贝 尔 用 类 似 于 极限 比 
的 术语 来 定义 二 阶 和 高 阶 微分 。 他 初次 解释 这 些 量 所 用 
的 措 词 , 十 分 相似 于 莱 布 尼 蒋 的 简朴 前 讲法 ,dz? 之 于 dz 
就 象 ix 之 于 1。 达 兰 贝尔 说 : 当 我 们 称 一 个 量 对 另 一 个 
已 经 是 无 限 小 的 量 为 无 限 小 时 ， 这 只 能 表示 这 两 个 量 中 
第 一 个 对 第 二 个 的 比 ， 永 远 象 第 二 个 量 与 一 给 定量 相 比 
那么 小 。 紧 接着 , 他 又 说 这 种 解释 必须 按 极限 比 来 理解 ， 
“并 且 在 第 二 个 量 适当 小 时 , 比 应 假设 为 要 多 小 就 多 小 。? 
高 阶 无 限 小 的 这 一 定义 指出 了 现在 对 这 些 量 所 理解 的 一 
般 情 况 , 但 它 还 不 够 清楚 , 也 不 够 果断 。 而 且 它 也 没有 肯 
定 地 指出 对 于 高 阶 无 限 小 ， 比 的 极限 必须 为 零 。 达 兰 册 
尔 解 释 中 的 弱点 ， 在 下 一 世纪 的 初叶 为 哥 西 所 纠正 。 在 
此 时 期 , 尽管 达 兰 贝尔 的 反对 , 把 无 限 小 理解 为 固定 的 观 
点 , 却 继续 下 去 。 

达 兰 员 尔 理解 无 限 小 为 无 限 地 小 ， 并 用 极限 来 定义 
它 ， 同 样 他 也 确实 试图 沸 清 另 一 概念 一 一 无 限 的 概念 。 
自从 希腊 时 代 起 ， 这 个 概念 是 一 直 困 扰 着 数学 家 们 的 。 
与 丰 特 奈 尔 的 观点 相反 ， 他 说 无 限 其 实 就 是 无 限 地 大 的 
意思 , 并 且 是 用 极限 观点 来 理解 的 一 种 方便 的 简捷 讲法 。 
在 这 一 理解 之 下 , 他 指出 类 似 于 无 限 小 的 阶 , 我 们 有 无 限 
大 量 的 阶 。 称 一 条 线 对 另 一 条 线 为 二 阶 无 限 ， 如 果 它 们 
的 比 大 于 任 一 给 定 的 数 。 如 果 一 条 线 与 任 一 有 限 数 的 乘 
积 与 筑 在 另 一 线 上 一 个 正方 形 之 比 大 于 任何 给 定 的 数 ， 
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则 称 为 三 阶 无 限 。 

当 欧 拉 说 ， 一 个 无 限 数 的 对 数 与 一 个 无 限 数 的 任 一 
次 根 的 对 数 相 比 是 一 个 较 低 阶 的 无 限 数 时 ， 这 就 是 他 所 
想 的 上 面 对 无 限 的 理解 。 这 是 对 应 于 数学 家 们 讲 到 函数 
的 无 限 的 阶 时 所 用 到 的 解释 ， 并 且 它 只 是 与 比 的 极限 有 
关 。 它 与 出 现 于 十 万 世纪 后 期 的 无 限 集合 的 思想 无 关 ， 
这 种 思想 对 于 严谨 地 建立 微 积 分 学 是 必需 的 。 达 兰 贝尔 
(和 他 同时 代 的 大 多 数 人 一 样 ) 不 可 能 体会 实 无 限 的 近代 
意义 。 达 兰 贝 尔 认为 在 几何 学 中 无 须 假 设 一 个 实 无 限 的 
存在 ， 因 此 它 的 存在 问题 与 数学 无 关 。 达 兰 贝尔 的 解释 
大 部 分 是 用 几何 形式 表述 的 ， 即 使 在 < 百科 全 书 ?序言 的 
那 张 知识 分 类 图 , 将 无 限 小 列 在 代数 之 下 , 而 不 是 列 在 儿 
何 学 之 下 。 但 无 限 的 近代 概念 是 建立 在 算术 概念 之 上 。 

达 兰 贝尔 由 于 他 的 几何 概念 ， 对 极限 概念 的 论著 缺 
乏 使 极限 概念 成 为 代替 无 限 小 解释 所 必需 的 泾 渭 分 明 的 
语言 。 因 此 , 随同 达 兰 贝尔 说 当 两 点 变 成 一 点 , 割 线 变 为 
切线 , 于 是 切线 就 是 割 线 的 极限 , 就 必须 要 把 两 点 变 成 一 
点 这 一 过 程 形 象 化 地 想象 出 来 ， 以 致使 这 种 解释 无 从 回 
答 芝 诺 的 责难 。 

至 少 在 某 些 数学 家 看 来 ， 达 兰 贝 尔 的 极限 概念 如 同 
无 限 小 一 样 ， 陷 入 于 一 套 不 能 理解 的 抽象 理论 之 中 。 因 
而 在 大 陆 上 那 时 出 版 的 微 积 分 教科 书 大 多 数 继续 采用 莱 
布 尼 茨 的 讲法 。 在 1754 到 1784 年 所 出 版 的 二 十 八 本 教 
科 书 中 , 十 五 本 用 莱 布 尼 茨 的 微 积分 术语 六 本 用 极限 ， 
四 本 用 欧 拉 的 零 , 两 本 用 流 数 法 , 以 及 一 本 ( 拉 格 朗 日 的 ) 
用 一 种 将 在 以 后 叙述 的 方法 。 然 而 ， 极 限 的 思想 不 断 地 
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随时 为 人 所 提出 作为 理解 微 积分 合乎 逻辑 的 形式 。 比 如 
汉 辛 斯 " 西 琪 斯 满 ' 日 尔 蒂 在 1760 一 1761 年 , 追随 达 兰 由 
尔 声称 无 限 和 无 限 小 必须 从 微 积分 中 排除 出 去 ， 它 们 的 
位 置 必须 为 极限 所 取代 。 

一 拥护 者 是 A.G, 开 斯 特 纳 , 他 在 1761 年 出 版 了 
一 本 较 流 行 的 数 科 书 “无 限 分 析 原 理 ?。 在 这 本 书 里 , 他 
采用 了 和 牛顿 的 最 初 和 最 终 比 ， 同 时 也 采用 了 微分 学 所 提 
. 供 的 简短 符号 ， 并 且 他 把 这 种 符号 比 作 诗人 词 藻 中 所 用 
的 一 种 省 略 。 他 追随 达 兰 贝尔 ， 否 认 无 限 大 和 无 限 小 的 
存在 ; 然而 后 者 却 潜藏 于 他 的 著作 之 中 。 例 如 求 微分 时 ， 
开 斯 特 纳 让 自 变量 取 增 量 e，z 的 函数 委 从 而 取得 增 
量 及 “如 果 现 在 无 限 地 减 小 , 比如:e 无 限 趋 近 的 极限 
称 为 和 和 * 的 微分 之 比 , 无 限 小 量 。 和 允 称 为 > 和 允 的 
微分 。 这 种 增 量 和 微分 之 间 的 区 别 对 用 导数 来 理解 微 积 
分 是 十 分 基本 的 。 缺 乏 这 种 区 别 就 明显 地 表明 ， 甚 至 那 
些 公 认为 极限 概念 的 创始 者 们 ， 在 他 们 的 解释 中 也 不 可 
避免 地 不 用 无 限 小 。 显 然 开 斯 特 纳 没有 认识 到 牛顿 和 达 
兰 贝 尔 的 忠告 的 意义 , 最 终 比 不 是 最 终 量 之 比 。 

在 另 一 处 也 可 以 看 出 微分 而 不 是 微分 之 商 在 他 的 思 


想 中 是 基本 的 。 在 求 2= -rr 于 点 z=-0 处 的 微分 玉 时 ， 


我 们 应 先 求 在 这 一 点 的 导数 , 然后 乘 以 的 微分 e6。 结 果 
是 妃 = 0。 但 是 开 斯 特 纳 先 求 出 对 应 于 > 的 增 量 。 了 的 


增 量 为 然后 在 求 的 极限 之 前 , 代入 z== 0。 他 的 结果 
是 刀 = 直 -i, 这 就 是 欧 拉 和 詹姆斯, 贝 努 里 用 无 限 小 法 得 
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出 的 结果 。 

那 时 另外 有 不 少数 学 家 觉得 无 限 小 不 能 为 微 积分 提 
供 一 个 满意 的 基础 。 他 们 中 多 数 人 试图 代 之 以 某 种 形式 
的 极限 思想 ， 但 其 中 有 一 个 突出 的 例外 。 约瑟夫 路易。 
拉 格 朗 日 对 无 限 小 抱 怀 疑 的 态度 ， 他 响应 贝克 莱 主教 的 
说 法 ， 认 为 微分 学 所 得 出 结果 的 准确 性 应 解释 为 误差 的 
抵偿 。 但 他 对 极限 概念 的 态度 也 很 冷淡 。 因 为 这 涉及 哲 
学 上 的 困难 。 他 觉得 达 兰 贝尔 把 切线 定义 为 割 线 的 极限 ， 
并 不 使 人 满意 。 因 为 在 割 线 变 成 切线 以 后 , 没有 什么 东西 
能 阻止 它 在 所 考虑 的 那 一 点 的 另 一 边 继续 是 一 条 制 线 。 

些 外, 流 数 法 也 没有 引起 拉 格 朗 日 的 兴趣 , 因为 它 引 
用 了 运动 这 一 无 关 的 思想 。 欧 拉 把 dr 和 o 作为 0 的 讲 
法 也 不 能 使 他 满意 ， 因 为 他 党 得 我 们 对 两 个 变 成 零 的 项 
的 比 ， 缺 乏 清楚 而 明确 的 认识 。 拉 格 朗 日 竭力 搜寻 一 个 
简单 的 代数 方法 ， 而 没有 其 它 方法 中 所 遇 到 的 那 种 反对 
意见 。 在 1759 年 , 他 似乎 满足 她 认为 已 找到 这 个 方法 ， 
因为 在 那 一 年 , 他 写 信 给 欧 拉 说 , 他 相信 已 研究 出 力学 和 
微分 学 原理 尽 可 能 深 的 真正 理论 基础 。 那 时 拉 格 朗 日 大 
概 己 想 到 他 在 1772 年 发 表 的 论文 “关于 变量 的 求 导 与 求 
积分 计算 的 一 种 新 类 型 *。 

这 里 ， 他 回忆 了 菜 布 尼 茨 所 指出 的 两 个 变量 乘积 的 
各 阶 微分 与 这 两 个 变量 的 同 阶 二 项 式 的 各 次 委 之 间 的 相 
似 性 一 一 现在 称 为 莱 布 尼 茨 法 则 一 一 并 且 还 说 明 辣 样 的 
相似 性 存在 于 积分 和 负 次 害 之 间 。 撑 照 这 一 启示 ， 拉 格 
朗 日 利用 了 同样 的 相似 性 于 无 穷 级 数 。 至 少 从 泰 勤 时 代 
起 , 就 已 知道 了 级 数 
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这 是 以 他 的 名 字 命 名 的 。 在 这 个 级 数 中 , 歼 各 次 宕 的 系 
数 含 有 微分 之 比 , 或 者 流 数 之 比 。 但 是 , 这 个 级 数 不 用 这 
些 概念 也 能 推导 出 来 。 那 末 还 有 什么 能 比 用 这 样 一 个 级 
数 中 的 系数 来 定义 微分 和 流 数 更 自然 的 呢 ? 这 一 方法 (如 
我 们 现在 所 知 , 只 是 在 表面 上 ) 避免 了 引入 极限 或 者 无 限 
小 于 这 一 工作 中 的 必要 性 ， 因 此 微分 学 就 转化 为 简单 的 
代数 运算 。 微 分 学 和 积分 学 的 这 一 观念 在 拉 格 朗 日 看 来 
是 
迄今 所 给 出 的 最 清楚 的 又 是 最 简单 的 。 如 同 我 们 所 看 到 的 , 它 既 
不 依赖 于 什么 哲学 上 的 理论 基础 , 也 不 依赖 于 任何 有 关 无 限 小 或 
消失 量 的 理论 。 
拉 格 朗 日 由 此 出 发 , 以 泰勒 级 数 为 他 的 工作 的 基本 要 点 ， 
并 隐 含 假设 所 有 的 函数 都 可 以 有 这 样 一 个 展开 式 。 他 定 
义 wz+Z 3 十 为 …) 的 泰勒 级 数 中 为 天 各 次 宕 的 系数 
久 2W，…9 9 … 为 双 的 “ 导 函 数 ?>。 由 拉 格 朗 日 看 来 , 微 
分 学 就 是 “用 简单 而 容易 的 方法 去 直接 求 函数 的 导 函 
数 妃 W，…，9 9 …; 而 积分 学 恰好 相反 ,用 这 些 函数 
来 求 函 数 w>。 

拉 格 朗 日 的 方法 建立 在 每 一 函数 可 以 如 此 表达 和 如 
此 处 理 这 一 没有 保证 的 假设 上 。 并 且 ， 由 于 他 没有 深入 
地 考虑 收敛 这 一 重要 问题 中 所 涉及 的 无 限 大 、 无 限 小 以 
及 极限 等 概念 , 他 对 这 些 概念 的 回避 , 只 是 一 种 假象 。 还 
有 ， 他 的 方法 也 不 象 菜 布 尼 茨 的 思想 和 符号 那样 富有 运 
算 上 的 启发 性 和 敏捷 性 。 然而 从 逻辑 上 看 来 , 拉 格 庆 日 
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的 定义 有 一 个 优点 , 如 同 欧 拉 的 工作 一 样 , 不 是 把 一 些 几 
何 ,力学 或 哲学 的 先入 之 兄 作 为 基础 , 而 是 试图 把 函数 理 
论 的 形式 化 作为 基础 。 

拉 格 朗 日 被 批评 为 放弃 通常 为 人 们 认为 流 数 法 和 微 
分 法 的 基础 的 “生成 > 概念 ， 以 适应 数学 的 形式 化 。 这 些 
批评 就 是 因为 他 们 没有 认识 到 数学 只 有 不 受 各 种 心理 上 
的 先入 之 见 的 束缚 时 ， 才 最 有 用 。 欧 拉 试 图 把 微分 作为 
零 来 使 菜 布 尼 茨 学 派 的 概念 形式 化 ， 但 搞 错 了 方向 。 达 
兰 贝 尔 曾 努力 想 把 极限 思想 表达 为 令 人 满意 的 概念 ， 但 
是 由 于 没有 能 给 它 以 一 个 明了 而 精确 的 形式 ， 使 在 逻辑 
上 能 够 没有 疑义 , 因而 也 失败 了 。 拉 格 庆 日 看 到 这 一 点 ， 
想 根据 函数 概念 提出 另 一 种 表达 形式 ， 这 种 概念 曾 为 欧 
拉 所 强调 , 并 加 以 普及 。 他 这 样 做 , 无 意 中 几 乎 是 第 一 次 
集中 注意 力 于 今天 微 积分 学 的 核心 观念 的 那些 量 一 导 
函数 、 导 数 ， 或 微分 系数 (这 一 术语 使 人 回忆 起 拉 格 朗 日 
的 方法 , 但 这 一 方法 后 来 为 拉克 鲁 瓦 所 提出 的 ) 。 拉 格 朗 
日 在 此 不 但 给 出 了 采用 导数 这 一 名 称 ， 还 给 出 了 ,jz 这 
一 符号 , 它 的 各 种 修改 形式 至 今 仍 在 沿用 。 

牛顿 很 重视 增 量 或 流 数 的 最 初 和 最 终 比 的 方法 。 虽 
然 这 个 比 可 以 理解 为 一 个 单一 的 数 或 量 ， 即 我 们 现在 称 
为 导数 的 那个 量 。 牛顿 心目 中 似乎 有 这 个 量 是 增 量 之 
比 流 数 之 比 或 者 与 它们 成 比例 的 量 之 比 的 这 样 想法 。 
并 且 ， 虽 然 流 数 本 身 只 能 被 严谨 地 定义 为 导数 ， 但 这 一 
点 ,看 来 牛顿 并 没有 认识 。 

在 微分 学 中 , 同样 清楚 的 是 , 虽然 全 布 尼 蒋 认识 了 两 
个 无 限 小 量 之 比 的 重要 性 ， 他 却 从 未 想到 这 个 比 是 一 个 
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单一 的 数 , 而 总 是 把 它 看 成 不 确定 量 之 商 , 或 者 是 与 它们 
成 比例 的 确定 量 之 商 。 达 兰 贝尔 坚持 微分 学 只 能 严格 地 
用 极限 来 理解 ， 这 时 人 们 才 接 近 于 导数 的 想法 。 但 是 这 
里 还 缺乏 一 个 单一 无 穷 序 列 的 极限 是 一 个 单一 的 数 或 者 
单一 的 函数 这 样 的 观念 。 

如 同 牛 顿 和 莱 布 尼 茨 一 样 ， 达 兰 贝尔 所 想 的 不 是 一 
个 函数 ， 而 是 一 个 方程 的 两 边 极限 相等 。 开 斯 特 纳 也 流 
露出 这 种 较 占 优先 地 位 的 思想 。 虽 然 也 认识 到 极限 概念 
的 基本 意义 ， 但 呆板 地 定义 微 商 为 微分 之 比 。 在 拉 格 朗 
日 的 方法 中 , 导数 这 一 术语 是 第 一 次 被 十 分 确 当 地 使 用 。 
”因为 他 的 导数 仅仅 是 一 个 无 穷 级 数 中 一 项 的 一 个 单一 系 
数 ， 完 全 脱离 任何 比 或 极限 上 相等 等 思想 。 它 是 一 个 单 
一 的 量 或 函数 。 虽 然 拉 格 朗 日 的 定义 不 是 最 后 被 接受 的 
定义 ， 但 导数 的 概念 确实 有 助 于 使 普遍 接受 新 的 定义 成 
为 可 能 。 

虽然 拉 格 斋 日 的 方法 发 表 于 172 年 的 《 陶 里 南西 亚 
杂 集 ?中 , 却 没 有 受到 注意 一 一 可 能 是 由 于 思想 与 所 涉及 
的 记号 很 新 颖 的 缘故 一 一 因此 探索 令 人 满意 的 微 积分 学 
基础 的 努力 在 继续 下 去 。 为 了 鼓舞 在 这 方面 的 努力 ， 那 
时 为 拉 格 朗 日 所 主持 的 柏林 科学 院 在 1784 年 倡议 对 数 
学 上 的 无 限 的 清楚 和 精确 的 最 好 探索 ， 予 以 奖励 。 获奖 
的 论文 是 西蒙 罗 依 里 埃 所 写 的 《高 等 微 积分 原理 的 初 
探 ;。 它 发 表 于 1787 年 ， 并 于 1795 年 以 拉丁 文 再 版 。 在 
这 篇 论文 中 , 罗 依 里 埃 提出 证 明 : “将 十 人称 为 穷竭 法 的 
方法 , 适当 地 加 以 发 展 , 就 足以 肯定 新 微 积分 原理 的 真实 
性 。 为 了 达到 这 个 目的 , 他 修改 了 穷竭 法 , 使 能 用 极限 来 
268 。 


理解 。 以 极限 概念 为 他 论文 的 基调 ， 罗 依 里 埃 辐 意 达 兰 
贝尔 的 观点 “在 微分 学 中 无 需 提出 微分 量 这 一 名 称 "。 
如 在 近代 教科 书 中 一 样 ， 罗 依 里 埃 以 微分 比 或 微 商 
为 基础 ， 并 定义 它 为 函数 的 增 量 对 自 变量 的 增 量 之 比 的 
极限 。 罗 依 里 埃 认为 微 积分 的 这 种 讲解 形式 ， 是 牛顿 和 
其 他 英国 作者 们 的 发 展 ， 然 而 他 的 论文 却 比 他 们 的 著作 
前 进一步 。 他 集中 注意 于 作为 一 个 单一 变量 的 极限 ( 增 
量 之 比 ) 的 一 个 单一 的 数 (导数 ), 而 不 是 注意 于 两 个 消 因 
的 量 , 或 两 个 流 数 的 最 终 比 , 或 者 任何 两 个 量 与 这 些 有 同 
祥 比 值 的 最 终 比 。 虽 然 他 保留 了 徽 高 这 个 名 称 ， 并 用 符 
号 和 表示 这 个 值 ,他 坚持 后 者 不 是 其 它 什么 , 而 只 是 一 
人 在 处 理 高 阶 微 商 时 ,他 
再 度 指出 -和 不 得 拆 开 看 成 一 个 商 。 这 和 牛顿 生 布 
尼 欧 的 著作 是 一 个 显著 的 不 同 ; 在 他 们 的 著作 中 , 任何 阶 
的 流 数 或 微分 在 不 依赖 于 它们 所 进入 的 方程 或 比 时 ， 才 
有 羡 义 。 罗 依 里 埃 的 微 商 是 一 个 单一 的 数 或 函数 ， 等 从 
于 拉 格 朗 日 的 导 函 数 ， 并 且 基 本 上 表达 了 导数 的 现代 要 
念 。 
虽然 罗 依 里 埃 的 微 商定 义 大 体 上 就 是 近代 微 积分 初 
等 教科 书 所 给 出 的 ， 但 他 看 来 没有 认识 到 极限 概念 中 可 
能 遇 到 的 困难 。 他 吉 开 了 无 限 小 的 神秘 性 . 最 终 比 的 含 由 
不 清和 符号 了 的 虚无 飘渺 ;但 是 他 没有 体会 到 ,极限 要 
念 的 精细 , 使 一 个 非常 审慎 的 定义 成 为 必 不 可 少 的 了 。 他 
只 处 理 了 一 些 很 简单 的 函数 ， 因 此 他 完全 不 理解 他 的 不 
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足 之 处 。 他 的 变量 不 是 小 于 就 是 大 于 它 的 极限 。 “给 出 
一 个 变量 , 它 永 远 小 于 或 大 于 一 个 指定 的 常量 ; 而 这 个 变 
量 与 后 者 之 差 能 够 小 于 任何 指定 的 量 ， 不 论 这 个 量 多 么 
小 ; 这 个 常量 称 为 变量 的 较 小 极限 或 较 大 极限 。” 变 量 不 
能 象 在 我 们 更 广 一 点 的 观点 下 那样 上 下 摆动 。 

-更 为 重要 的 是 , 罗 依 里 埃 犯 了 一 个 错误 , 这 个 错误 是 
由 菜 布 尼 茨 的 连续 性 定律 中 均匀 性 的 表达 不 清楚 所 引起 
的 。 他 说 ,“ 如 果 一 个 变量 在 各 阶段 都 具有 某 一 特性 , 它 的 
极限 也 具有 此 同一 特性 .>@ 这 一 观点 于 十 九 世 纪 依然 存 
在 , 可 由 威廉 . 维 威 尔 的 以 下 一 个 叙述 中 清楚 地 看 出 :“ 凡 
在 到 达 极限 时 为 真 的 , 在 极限 上 也 一 定 为 真 , 这 一 公理 就 
是 极限 概念 的 真 诺 。” 这 个 定律 的 错误 性 可 从 下 列 事实 立 
刻 见 到 , 无 理 数 可 以 很 容易 地 定义 为 有 理 数列 的 极限 , 或 
者 ， 内 接 于 一 个 圆 的 多 边 形 的 某 些 特 性 并 不 是 极限 图 
形 一 一 圆 的 特性 。 罗 依 里 埃 在 这 方面 的 错误 ， 可 能 是 由 
于 没有 看 到 极限 概念 必须 与 无 穷 收 敛 序列 的 本 质 联系 起 
来 ， 与 实数 和 连续 统 的 本 质问 题 联 系 起 来 。 从 他 认为 极 
限 值 和 极限 比 必 须 加 以 区 分 这 一 点 ， 还 可 断定 他 在 数 的 
观念 方面 有 不 足 之 处 。 

虽然 罗 依 里 埃 在 极限 概念 中 正确 地 探求 微 积 分 学 的 
基础 ， 他 这 方面 的 探讨 却 把 后 来 认为 一 个 非常 困难 的 问 
题 过 分 地 简单 化 了 。 由 于 他 遵循 达 兰 贝 尔 从 大 小 的 观点 
而 不 是 从 集合 的 观点 来 看 无 限 大 ， 他 和 否定 了 一 个 实在 无 
限 大 量 的 存在 ， 因 为 他 觉得 接受 了 它 就 会 引起 象 oo 二 ? 

@@“ 高 等 微 积分 原理 初 论 ?， 第 167 页 。 卡 约 里 明显 地 不 知道 这 个 令 
述 , 以 为 这 个 原理 曾 被 应 用 , 但 在 十 八 世纪 没有 被 叙述 过 。 
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= oo 一 % 的 “矛盾 ?。 他 就 这 样 认为 他 已 说 明 微 积分 学 是 不 
依赖 于 无 限 的 概念 ， 不 论 是 无 限 大 还 是 无 限 小 。 他 没有 
认识 到 ， 如 以 上 记分 析 的 ， 整 个 极限 理论 是 建立 在 无 限 
集合 理论 之 上 的 。 这 一 事实 直到 下 一 世纪 才 被 清楚 地 认 
识 到 。 
罗 依 里 埃 的 小 册子 没有 为 很 多 人 所 阅读 ， 他 的 观点 
在 那 时 也 没有 被 普遍 地 接受 。 究 竟 什 么 是 微 积 分 学 的 真 
正 基 础 ， 依 然 不 能 决定 。 结果 , 在 1797 年 出 现 了 LN， 
世 ' 卡 诺 所 写 的 < 关于 无 限 小 微 积分 的 哲学 思想 ?， 这 可 能 
是 解决 困难 的 一 次 最 著名 的 尝试 。 卡 诺 是 一 个 著名 的 军 
人 、 行政 人 员 、 数 学 家 ， 并 受到 法 国 议 会 的 “胜利 的 组 织 
者 "称号 。 从 那 时 起 直到 最 近 , 卡 诺 的 著作 一 直 受 到 普遍 
的 欢迎 , 出 了 好 几 版 , 并 译 成 好 几 种 文字 。@ 

鉴于 当时 流行 的 有 关 微 积 分 学 的 论文 缺乏 明确 性 和 
统一 性 ， 卡 诺 想 搞 出 一 套 严格 精确 的 理论 。 考 虑 到 这 一 
学 科 许 多 矛盾 的 理解 , 他 想 要 知道 “无 限 小 分 析 真 正 的 精 
神 是 什么 ”。 在 选择 统一 的 原理 时 ， 他 做 了 一 个 可 悲 的 选 
择 。 他 总 结 说 ,“ 无 限 小 分 析 的 真正 的 哲学 原理 … 仍然 
是 … 误 差 补偿 原理 ,? 这 就 同 贝克 菜 和 拉 格 朗 日 所 提出 的 


@ 1797 年 在 巴黎 的 第 一 版 后 ， 继 之 于 1813 年 在 同一 地 方 出 版 了 第 二 
版 增订 本 。 除 非特 别 说 明 ， 本 书 所 参照 的 是 第 二 版 。 第 一 版 曾 由 鸡 ' 狄 克 
吉 译 为 英文 , 载 < 哲 学 杂志 >， 卷 JII(1800 年 ), 第 222 一 240 页 , 第 335 一 3532 
页 ; 卷 IX(1801 年 ), 第 139 一 156 页 。 第 二 版 于 1832 年 在 牛津 由 太 , 及 . 布 
洛 卫 和 尔 译 为 英文 ， 取 名 《关于 无 限 小 分 析 哲学 原理 的 思考 2。 其它 在 巴黎 的 
法 文 版 出 现 于 1839 年 , 1860 年 ， 1881 年 和 1931 年 (两 卷 )。 和 葡萄牙 文 译本 
于 1798 年 出 现 于 里 斯 本 。 德 文 译本 于 1800 年 出 现 于 德国 法 兰 克 福 ， 以 及 
意大利 文 译本 于 1803 年 出 现 于 柏 维 亚 。 
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一 样 。 在 亩 明 这 一 观点 时 ， 他 实质 上 返回 到 莱 布 尼 茨 表 
达 过 的 思想 上 去 。 他 主张 要 肯定 两 个 指定 量 严格 相等 ， 
只 要 证 明 它 们 的 差 不 能 是 一 个 “指定 量 ? 就 够 了 。 卡 诺 进 
一 步 注释 莱 布 尼 茨 的 观点 说 :我 们 可 以 把 任 一 个 量 换 成 
另 一 个 与 它 相 差 无 限 小 的 量 ， 无 限 小 的 方法 只 不 过 是 把 
穷竭 法 简化 为 一 种 计算 方法 ;“ 无 法 感觉 的 量 ” 只 起 辅助 
作用 , 引入 它 只 是 为 了 计算 的 方便 , 在 得 到 最 后 结果 以 后 
就 可 以 消除 它 。 

卡 诺 甚 至 用 连续 性 定律 来 重复 莱 布 尼 茨 所 偏爱 的 解 
释 。 他 说 , 可 以 有 两 种 观点 来 理解 无 限 小 分 析 , 看 你 是 把 
无 限 小 当 作 “ 有 效 量 "， 还 是 当 作 “绝对 的 零 *。( 但 莱 布 尼 
茨 却 没 有 说 过 它们 是 绝对 的 零 ,只 说 是 相对 的 零 。) 在 第 
一 种 情况 中 ， 他 认为 微分 学 可 以 用 误差 补偿 作为 基础 来 


解释 : “不 完美 的 方程 通过 消除 一 些 称 为 误差 的 量 这 一 


简便 的 手段 , 就 变 成 “完美 精确 * 的 了 ; 在 第 二 种 情况 ,他 
认为 微分 学 是 相互 比较 消失 量 的 一 种 “艺术 >， 从 这 些 比 
较 中 寻找 出 那些 给 出 量 之 间 的 关系 。 对 于 消失 量 既是 堆 
又 不 是 零 这 种 反对 意见 ， 卡 诺 回答 说 ,“ 所 谓 无 限 小 量 并 
不 是 任意 的 零 ， 而 是 为 决定 关系 的 那个 连续 性 定律 所 给 
出 的 零 .? 这 样 的 解释 与 莱 布 尼 茨 在 一 个 世纪 以 前 所 给 出 
的 非常 相似。 

沿 着 这 样 建立 起 来 的 微分 学 “真正 哲学 上 的 基 础 ， 
卡 诺 进而 证 明 这 一 学 科 各 种 不 同 的 观点 ， 本 质 上 是 可 以 
化 到 同一 基础 上 的 。 为 了 证 实 这 一 点 ， 他 指出 穷竭 法 用 
到 各 种 已 知 辅助 量 的 类 似 系统 。 牛 顿 的 最 初 和 最 终 比 
法 , 除了 引入 一 些 引 理 以 避免 二 重 归 雇 法 的 论证 外 , 与 鹤 
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章法 是 相 类 似 的 。 卡 诺 认为 卡 瓦 列 里 和 罗 贝 瓦尔 的 方法 
也 是 穷竭 法 的 推论 。 他 认为 笛 卡 儿 的 待定 系数 法 与 无 限 
小 分 析 十 分 接近 , 因为 后 者 只 是 前 者 的 一 个 “有 成 效 的 应 
用 ?! 他 也 认为 极限 法 与 最 初 和 最 终 比 无 甚 差异 ,因此 它 
也 是 穷竭 法 的 一 种 简化 。 并 且 ， 这 些 方 法 都 通 向 无 限 小 
分 析 所 得 的 结果 ， 只 是 走 了 一 条 艰难 而 迁 回 的 道路 。 他 
还 看 出 拉 格 朗 日 方法 与 微分 学 有 关联 ， 因 为 它 略 去 了 无 
穷 级 数 中 其 它 各 项 。 因 此 ， 他 觉得 各 种 不 同 观点 仅仅 是 
穷竭 法 的 简化 ， 使 其 成 为 一 种 方便 的 计算 方法 。 这 在 某 
种 程度 上 很 象 罗 依 里 埃 的 想法 。 由 于 无 限 小 法 兼 有 近似 
计算 方法 的 便利 和 通常 分 析 学 的 精确 结果 ， 他 看 不 出 有 
什么 理由 , 要 在 严谨 的 借口 之 下 , 用 任何 其 它 不 太 自然 的 
方法 来 替代 它 。 
虽然 卡 诺 的 著作 广 为 人 们 所 阅读 ， 但 很 难说 它 引 导 
人 们 对 这 个 新 分 析 学 所 包含 的 困难 有 较 清 楚 的 理解 。 虽 
然 他 认识 到 微分 必须 定义 得 好 象 变量 ， 并 且 在 某 种 程度 
上 酝酿 了 哥 西 的 观点 , 但 他 却 不 能 给 出 适当 的 定义 , 因为 
他 象 菜 布 尼 蒋 , 想 的 是 方程 而 不 是 函数 概念 , 正 是 这 个 函 
数 概念 引导 哥 西 把 导数 作为 基本 。 并 且 卡 诺 是 强调 数学 
是 与 科学 应 用 关系 的 这 样 一 种 数学 家 。 尽 管 从 他 的 书 各 
看 是 偏重 于 理论 方面 的 ， 但 书 中 对 运算 法 则 在 应 用 上 的 
方便 , 比 对 所 涉及 的 逻辑 推理 更 加 注意 。 在 这 一 方面 , 他 
的 著作 与 菜 布 尼 茨 的 相似 。 他 大 量 地 注释 了 莱 布 尼 茨 对 
微分 的 解释 、 并 且 几 乎 要 以 辩论 的 热诚 来 为 菜 布 尼 英 的 
方法 辩护 。 
大 陆 上 的 数学 家 们 基本 上 同意 微分 学 从 实际 效果 来 
23 。 


说 提供 了 最 好 的 运算 方法 ， 然 而 正 是 在 这 一 学 科 的 逻辑 
上 ,他 们 有 了 分 歧 。 关 于 后 一 点 ， 卡 诺 没有 起 什么 作用 ， 
因为 在 指出 了 多 数 人 久 已 了 解 的 事实 一 一 新 分 析 学 的 各 
种 方法 基本 上 是 有 关联 的 一 一 之 后 ， 他 就 进而 去 研究 怎 
样 以 无 限 小 体系 作为 基础 了 。 然 而 他 所 研究 的 基础 在 逻 
辑 上 可 能 是 最 软弱 的 。 他 提出 了 一 种 观点 与 达 兰 贝尔 和 
罗 依 里 埃 所 指出 的 完全 相反 。 严 谨 化 的 进展 跟着 哥 西 的 
著作 终 将 沿 着 后 一 观点 前 进 。 

在 卡 诺 著作 第 一 版 发 表 的 1797 那 一 年 , 还 出 现 了 拉 
格 朗 日 的 名 著 < 解 析 孙 数论， 包含 微分 学 原理 , 不 用 无 限 
小 或 消逝 量 , 极限 或 流 数 的 任何 考虑 , 以 及 化 为 有 限量 的 
代数 分 析 >。 这 本 书 用 他 于 1772 年 依据 泰勒 级 数 提出 的 
“ 导 函 数 " 审 慎 而 完整 地 叙述 了 他 特 具 风格 的 定义 和 方 
法 。 其 中 作者 不 但 尝试 证 明 每 一 连续 函数 可 以 如 此 展开 
这 个 错误 的 定理 , 还 给 出 如 何 求 初等 函数 的 “ 导 函 数 ”( 或 
导数 ) 的 方法 , 以 及 许多 几何 和 力学 上 的 应 用 。 由 于 被 众 
所 公认 的 拉 格 斋 日 的 盛名 所 推动 ， 这 个 方法 在 一 个 短 时 
期 内 获得 相当 成 功 。 如 同 麦 克 劳 林 的 流 数论 著 的 情况 一 
样 ， 数 学 家 们 高 度 推崇 这 一 新 方法 ， 然 而 却 很 少 去 用 它 。 
他 们 解释 说 , 既然 记号 不 很 方便 , 而 所 涉及 的 计算 又 比 那 
些 在 通常 的 微 积分 方法 中 用 到 的 繁琐， 因此 只 要 通过 拉 
格 朗 日 的 方法 ， 知 道 可 以 证 明 其 它 有 效 而 迅速 的 各 种 方 
法 的 合理 性 就 够 了 。 这 一 点 看 来 也 是 拉 格 朗 日 自己 的 观 
点 ; 因为 在 他 的 一 生 中 , 他 总 是 并 列 地 采用 他 的 导 函 数 法 
与 运用 微分 符号 。 

对 拉 格 朗 日 方法 的 反对 意见 大 多 数 是 针对 记号 和 运 
7 和。 


算 的 不 方便 ， 但 不 久 对 连续 函数 可 以 展开 为 素 勤 级 数 这 
一 原理 的 真实 性 开始 产生 了 怀疑 。 有 人 指出 这 样 的 展开 
只 对 较 简 单 的 函数 可 行 , 因而 这 种 方法 的 应 用 有 局 限 性 。 
并 且 , 波兰 人 斯 尼 亚 台 基 正 确 地 解释 说 , 这 种 方法 基本 上 
等 同 于 极限 方法 。 然 而 在 那个 时 期 , 关于 收敛 、 连续 、 函 
数 等 观点 还 不 够 明确 , 无 法 对 这 些 概 念 作 深 一 层 的 河 清 。 

另 一 个 波兰 数学 家 替 奈 . 朗 斯 基 对 拉 格 朗 日 的 观点 
提出 了 一 个 有 趣 的 ， 然 而 方向 有 些 搞 偏 了 的 择 击 。 他 是 
胡 布 尼 蒋 微分 法 和 康德 先 验 哲 学 的 热诚 追随 者 。 他 强烈 
抗议 拉 格 朗 日 想 限 制 将 无 限 引 入 到 分 析 学 中 去 的 意图 。 
他 批评 拉 格 朗 日 ， 与 其 说 是 针对 他 滥用 无 穷 级 数 的 缺乏 
逻辑 严谨 性 一 一 虽然 他 曾 确切 地 追问 拉 格 朗 日 从 何 处 得 
来 他 的 级 数 ,fxz+D =4+5 上 +C8+Di 二 … 以 开始 他 的 
泰勒 级 数 的 证 明 不 如 说 是 针对 他 缺乏 足够 宽广 的 观 
点 。 朗 斯 基 相 信 近 代数 学 是 建立 在 “最 高 级 计算 法 则 ” 殉 
= 4o2o+ 4101+ da0s+ 4s0s 上 + 上 … 之 上 的 ， 其 中 Co，01， 
922 02s, … 是 变量 z 的 任意 函数 。 他 认为 这 是 数学 中 最 高 
的 法 则 , 它 的 无 可 抗辩 的 真实 性 , 是 不 能 从 数学 中 推导 出 
来 , 而 只 能 为 先 验 哲 学 所 给 出 的 。 

朗 斯 基 说 导 函 数 太 局 限 了 , 这 当然 是 对 的 , 因为 它 只 
限于 某 些 可 以 这 样 展 开 的 函数 。 然 而 他 对 微 积 分 的 总 的 
观点 远 不 是 现代 所 能 接受 的 那些 观点 。 拉 格 朗 日 试图 对 
此 学 科 给 出 一 个 形式 逻辑 的 证 明 ， 而 朗 斯 基 则 声称 微分 
学 是 一 个 决定 的 量 的 生成 的 原始 计算 ， 而 不 是 关于 已 经 
形成 的 量 的 法 则 。 他 认为 它 的 命 题 都 是 绝对 真理 的 表 
白 ， 它 的 原理 的 推导 是 超出 数学 范围 的 。 他 认为 用 极限 
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法 、 最 终 比 法 、 消 失 量 法 、 函 数论 法 对 微 积 分 的 解释 只 是 
一 种 间接 的 途径 ， 这 一 途径 起 始 于 这 个 新 分 析 学 的 一 种 
不 正确 的 观点 。 朗 斯 基 认 为 几何 学 家 们 想 要 用 纯粹 数学 
的 方法 来 寻求 这 一 学 科 的 原理 ， 只 是 浪费 时 间 和 精力 。 
他 要 求 他 们 放弃 “奴隶 般 模 仿古 代 几 何 学 家 们 去 回避 无 
限 大 和 依赖 于 它 的 那 种 东西 ?。 

在 他 的 著作 中 ， 朗 斯 基 比 沃 利 斯 和 丰 特 奈 尔 还 要 不 
加 批评 地 运用 无 限 大 。 比 如 说 .“ 数 严 的 绝对 意义 为 表达 


式 - TIQ+V=D:-G-V=3T 革 所 给 出 ”可 能 
因为 他 的 符号 的 新 奇 以 及 怪异 地 应 用 c， 朗 斯 基 对 微 积 
分 的 发 展 没有 产生 什么 有 为 的 影响 。 那 时 的 数学 正 将 要 
接受 他 所 反对 的 ， 严 说 地 、 合 乎 慢 辑 地 建立 微 积分 于 机 
限 概念 之 上 。 然 而 朗 斯 基 的 著作 是 代表 -种 观点 的 一 个 
极端 例子 ， 这 种 观点 我 们 将 会 发 现 重复 出 现 于 整个 十 刀 
世纪 之 中 。 这 一 思想 学 派 的 追随 者 把 微 积分 看 成 一 种 角 
释 数量 增长 的 手段 ， 试 图 保留 无 限 小 这 个 概念 不 是 作为 
一 个 外 延 量 ， 而 是 作为 一 个 内 涵 量 。 数 学 排斥 了 固定 的 
无 限 小 ， 因 为 它 不 能 把 这 一 观念 合乎 退 辑 地 建立 起 来 ， 
而 先 验 哲 学 却 想 把 它 理解 为 在 量 的 生成 中 是 一 个 具有 对 
验 的 、 形 而 上 学 的 真实 性 ， 以 保持 这 方面 原始 的 直观 能 
力 。 

拉 格 朗 日 的 < 函数 论 ? 只 是 在 这 一 时 期 许多 尝试 中 的 
一 个 ,然而 是 最 重要 的 一 个 ， 它 为 微 积分 提供 一 个 基础 ， 
使 其 合乎 逻辑 地 改进 ， 或 替代 那些 极限 或 无 限 小 的 旧 基 
础 。 孔 多 尔 塞 , 阿 博 加 斯 特 . 塞 尔 瓦 和 其 他 一 些 人 提出 了 
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类 似 于 拉 格 朗 日 的 方法 。 孔 多 尔 塞 早 在 1786 年 就 开始 
依据 级 数 和 有 限 差分 写 了 一 本 徽 积 分 的 书 ， 但 是 由 于 法 
国 大 革命 并 没有 发 表 。 

在 189 年 , 工 -了 .A. 阿 博 加 斯 特 沿 着 拉 格 妆 日 和 和 孔 
多 和 尔 塞 的 路 线 , 向 法 国 科学 院 提 出 “微分 学 的 真实 理论 ”。 
这 篇 论文 在 1800 年 以 * 求 时 的 计算 ?为 名 发 表 。 它 试图 
用 出 现 于 通常 代数 中 的 简单 性 和 明确 性 ， 建 立 不 依赖 于 
极限 和 无 限 小 的 微分 学 原理 。 阿 博 加 斯 特 如 同 拉 格 朗 
日 那样 ， 假 设 函数 Zc+z 可 以 展开 成 为 z 的 一 个 宪 级 
数 ， 然 后 证 明 这 一 级 数 的 系数 可 以 与 较 熟 悉 的 微 商 等 同 
起 来 。 

这 些 新 的 方法 与 在 英国 于 贝克 莱 - 故 林 - 罗 宾 斯 的 争 
论 以 后 所 做 的 各 种 尝试 很 相似 ， 对 微 积分 学 给 出 一 些 算 
术 方 法 。 它 们 如 同 英国 所 争论 的 那样 ， 可 以 看 作 那 时 对 
极限 法 、 流 数 法 和 无 限 小 法 不 满意 的 表示 。 拉 格 朗 日 < 函 
数论 * 的 全 名 也 指出 他 对 这 些 方法 的 不 满 。 卫 .J. 塞 尔 瓦 
在 他 1814 年 发 表 的 论文 4《 论 关于 微分 学 原理 的 一 个 新 的 
探索 方式 ?中 作 了 更 强烈 的 表示 。 他 称 极 限 法 为 “粗野 的 
假设 ”, 微分 法 为 “斜视 病 的 无 限 小 >。 他 认为 无 限 大 的 引 
入 是 训 无 用 处 的 ;并且 引 证 了 朗 斯 基 在 针对 拉 格 朗 日 的 
《驳斥 ?一 文中 有 关 微分 学 的 观点 。 他 说 朗 斯 基 “ 读 了 康 
德 的 著作 后 早 就 预见 到 几何 学 家 们 迟早 会 变 成 他 的 一 派 
中 反击 的 鸡 象 "。 塞 尔 瓦 试行 把 微分 学 建立 成 为 有 限 差 分 
和 无 穷 级 数 的 结合 。 他 这 样 做 就 象 拉 格 朗 日 在 他 的 方法 
中 那样 ， 是 用 无 视 实质 性 的 收敛 问题 来 表面 上 消除 极限 


思想 。 


沿 着 这 条 路 线 进 一 步 的 努力 ， 继 续 了 一 段 时 间 : 在 
区 21 年 乔治 ` 冯 "* 布 科 依 的 “对 无 限 小 微 积分 的 一 个 新 方 
法 2 在 1849 年 4.A. 阿 格 达 的 “ 论 关 于 微 积分 的 哲学 >; 
以 及 后 来 在 区 73 年 J'B 布 拉 瑟 的 一 篇 论文 “微分 学 原 
理 的 新 探索 ?。 这 些 都 毫 不 例外 地 采用 了 级 数 展开 以 回 
避 “ 任何 哲学 观念 在 这 一 点 上 ,他们 十 分 象 拉 格 朗 日 、 
孔 多 尔 塞 、 阿 博 加 斯 特 和 塞 尔 瓦 的 早期 工作 。 然 而 几乎 
恰好 在 塞 尔 瓦 著作 发 表 的 时 期 ， 注 意 级 数 严谨 性 的 倾向 
开始 了 。 这 就 表明 想 通 过 不 加 鉴别 地 形式 上 运用 无 穷 级 
数 来 回避 极限 法 的 所 有 尝试 的 基本 弱点 。 微 积分 最 后 的 
形成 , 注定 是 不 能 用 这 些 发 展 起 来 的 新 方法 来 完成 的 , 而 
是 只 能 建立 在 他 们 所 尽力 避免 的 各 种 观念 中 的 那个 极限 
观念 之 上 。 

1797 年 ， 就 是 卡 诺 试图 融合 各 种 微 积分 学 说 的 那 一 
年 , 也 就 是 拉 格 朗 日 认真 努力 建立 他 的 方法 的 那 一 年 , 出 
版 了 这 一 学 科 的 一 本 教科 书 , 即 拉克 鲁 瓦 的 < 微分 学 与 积 
分 学 论著 >， 这 可 能 是 到 那 时 为 止 ， 最 著名 而 又 最 有 希望 
的 第 一 本 书 。 拉 克 鲁 瓦 在 其 著作 的 序言 中 声称 ， 正 是 拉 
烙 朗 日 的 新 方法 启示 他 编写 一 本 微 积分 学 的 书 ， 它 应 该 
采用 由 这 一 方法 代替 无 限 小 的 那些 光辉 思想 为 基础 。 然 
-而 他 的 书 正好 体现 了 这 一 时 期 的 狐 称 性， 尽管 这 一 著作 
-所 声称 的 目的 ， 这 一 学 科 的 基础 仍然 值得 怀疑 。 拉 克 和 鲁 
瓦 用 达 兰 贝尔 和 罗 依 里 埃 的 极限 来 理解 拉 格 朗 日 的 级 数 
法 。 然 而 ， 关于 这 一 点 ,他 在 讲 到 发 散 级 数 的 极限 和 追随 
欧 拉 研 究 象 -1+2--6 二 2 路 -1120 二 … 的 无 穷 级 数 时 ， 
并 没有 搞 清楚 这 个 关系 的 含义 。 并 且 ， 他 也 没有 象 拉 格 
278。 


朗 日 那样 怀疑 莱 布 尼 茨 的 方法 依赖 于 衣 误 的 无 限 小 的 概 
念 。 拉 克 鲁 瓦 藉 认 他 曾 用 过 无 限 小 。 虽 然 他 接受 拉 格 朗 
日 的 哲学 理论 ， 却 采用 了 莱 布 尼 茨 的 微分 符号 。 这 一 事 
实 有 时 摘 乱 了 他 的 思想 ， 并 且 引 导 他 如 同 引导 欧 拉 那样 
去 把 微分 系数 (为 拉克 鲁 瓦 所 命名 ) 作为 零 的 商 。 

拉克 鲁 瓦 在 处 理 牛 顿 、 莱 布 尼 蒋 和 拉 格 朗 日 的 方法 
中 , 缺乏 批判 性 的 区 分 ,而 给 他 的 著作 加 上 一 种 外 瑶 ， 有 
些 象 卡 诺 那 样 ， 试 图 证 明 微 积分 的 各 种 表达 是 可 以 调和 
的 。 数 学 家 、 天 文学 家 拉 普 拉 斯 赞赏 拉克 鲁 瓦 的 这 种 态 
度 。 他 说 这 样 一 种 方法 的 结 念 起 了 相互 澄清 的 作用 ， 可 
能 就 在 它们 共同 之 处 发 现 真正 的 哲学 基础 。 然 而 在 那 时 
看 来 , 至 少 这 样 做 是 不 可 取 的 , 因为 正在 这 一 学 科 极其 需 
要 逻辑 上 精确 性 的 时 候 ， 它 引起 学 术 思 想 的 混乱 。 但 是 
在 他 1802 年 较 通俗 的 著作 一 一 “ 初 论 >, 他 较 大 著作 的 缩 
本 一 一 中 拉克 和 鲁 瓦 略 去 了 拉 格 朗 日 的 方法 ， 并 以 极限 的 
解释 为 基本 。 虽 然 依 旧 缺 乏 严谨 性 ， 却 使 无 跟 小 的 理解 
成 为 可 能 。 这 一 著作 的 成 功 , 连续 出 了 好 几 版 法文 第 九 
版 于 1881 年 问世 ), 并 译 成 好 几 种 文字 , 引起 其 它 同类 型 
的 教科 书 出 版 , 而 且 主 要 通过 这 些 书 , 使 极限 法 变 得 熟悉 
起 来 , 但 却 不 严谨 。 在 英国 ， 正 是 通过 这 些 教科 书 ， 使 得 
莱 布 尼 茨 记号 和 极限 学 说 取代 了 流 数 法 和 那些 与 无 限 小 
纠 颖 得 无 法 解 开 的 各 种 理解 。 

地 16 年 是 拉克 鲁 瓦 的 缩 本 著作 译 成 英文 的 那 一 年 ， 
“标志 着 一 个 重要 的 过 渡 时 期 ", 因为 在 那 一 年 , 大 陆 上 所 
使 用 的 方法 征服 了 英国 。 为 了 更 重要 的 理由 ， 数 学 史上 
这 一 特点 标志 了 一 个 新 纪元 ， 因 为 正好 在 下 一 年 出 现 了 
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波 尔 察 诺 的 著作 < 关于 方程 在 每 两 个 给 出 相反 结果 的 值 
之 间 ， 至 少 有 一 个 实 根 的 定理 的 纯粹 解析 证 明 *。 它 表示 
数学 各 个 分 支 严 谦 时 期 的 开始 。 在 微 积分 学 方面 ， 这 一 
新 观点 终于 把 这 较 高 级 的 分 析 学 合乎 逻辑 地 建立 在 极限 
概念 之 上 ， 从 而 结束 了 以 流 数 法 和 微分 学 的 发 现 为 开端 
的 狂 殉 时 期 。 


第 七 章 严格 的 表达 


十 八 世纪 对 流 数 ,最初 比 与 最 终 比 、 极限 .微分 . 导 函 
数 等 方法 有 各 种 非议 。 这 些 非议 大 部 分 是 无 法 根据 当时 
的 概念 作出 回答 的 。 归 根 结 蒂 ， 争 论 的 是 相当 于 早 在 两 
千 多 年 前 芝 诺 所 提出 与 无 限 性 和 连续 性 有 关 的 那些 问 
题 。 但 是 所 有 提出 上 述 方法 (除了 微分 方法 外 ) 的 人 ,都 
坚持 没有 必要 引用 无 限 的 概念 ， 亦 完全 不 需 考虑 连续 的 
概念 。 微 分 学 的 倡导 者 ， 虽 然 试图 以 这 些 概念 来 论证 微 
分 运算 的 合理 性 ， 但 又 无 法 作出 逻辑 上 能 自圆其说 的 解 
释 。 大 多 数 的 数学 家 以 为 这 些 都 是 哲学 思辩 的 观念 ， 是 
超出 了 数学 定义 的 范畴 。 
现在 回顾 起 来 是 很 有 趣 的 。 曾 被 用 来 反对 将 无 限 性 
和 连续 性 引进 数学 的 那些 方法 ， 恰 好 促使 了 它们 的 引进 
成 为 可 能 。 极 限 方 法 ， 在 当时 看 来 似乎 和 无 限 性 或 连续 
性 定律 完全 无 关 ， 却 为 它们 提供 了 逻辑 上 的 基础 。 为 了 
避免 这 些 困难 而 发 展 起 来 的 拉 格 朗 日 方法 ， 引 出 一 些 问 
题 ,打开 了 解决 这 些 问题 的 道路 。 我 们 看 到 , 十 九 世纪 初 
期 批评 拉 格 朗 日 的 人 ， 开 始 对 拉 格 朗 日 的 凡 连 续 函数 总 
能 按 索 勘 定理 展开 成 无 穷 级 数 的 原理 ， 提 出 了 疑问 。 他 
们 开始 问 这 样 的 问题 , 一 个 一 般 的 函数 意味 着 什么 , 特别 
一 个 连续 函数 又 意味 着 什么 , 并 指责 对 无 穷 级 数 的 滥用 。 
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拉 格 朗 日 指出 当 应 用 级 数 时 ， 在 每 一 情况 下 必须 考虑 余 
项 。 这 是 慎重 应 用 级 数 的 一 个 开端 。 这 个 警觉 性 或 许可 
以 表明 他 为 什么 认为 要 避免 应 用 无 限 大 和 无 限 小 。 他 和 
阿 基 米 德 一 样 , 并 不 以 为 级 数 延 续 到 无 穷 项 , 而 是 到 余 项 
充分 小 之 处 为 止 。 在 十 九 世纪 ， 通 过 无 穷 级 数 和 无 限 集 
合 的 使 用 , 无 限 性 的 概念 已 成 为 微 积分 学 的 基础 了 。 

对 微 积分 学 的 基本 概念 作 较 严格 的 前 述 一 一 微 积 
的 算术 化 和 无 限 性 的 审慎 研究 ， 其 先驱 者 之 一 是 波 希 米 
亚 的 教士 .哲学 家 和 数学 家 贝尔 纳 * 波 尔 察 诺 。.@ 1799 年 
高 斯 曾 从 几何 方面 考虑 ， 给 出 代数 基本 定理 一 一 每 一 有 
理 的 整数 次 代数 方程 必 有 一 根 一 一 的 一 个 证 明 。 然 而 波 
尔 察 诺 想 要 有 一 个 单 从 算术 、 代 数 与 分 析 推 导出 来 的 证 
明 。 正 如 拉 格 朗 日 认为 没有 必要 将 时 间 与 运动 引进 数学 
一 样 , 波 尔 察 诺 在 他 的 证 明 中 力求 避免 涉及 空间 直观 。 

这 样 , 首先 就 需要 一 个 合适 的 连续 性 定义 。 实 际 上 ， 
可 以 这 样 说 ， 毕 达 哥 拉 斯 学 派 在 以 数 去 代替 那些 看 来 是 
连续 的 几何 量 时 , 过 到 困难 , 因而 产生 微 积 分 。 牛 顿 借助 
连续 运动 的 直观 来 避免 这 个 困难 ， 莱 布 尼 茨 则 用 他 的 连 
续 性 公设 来 绕 过 这 个 问题 。 然 而 ， 波 尔 察 诺 给 出 连续 函 
数 的 定义 ， 第 一 次 明确 地 指出 连续 观念 的 基础 存在 于 极 
限 概念 之 中 。 函数 /wo) 如 果 对 于 一 个 区 间 内 的 任 一 值 
2 和 无 论 是 正 或 负 的 充分 小 的 如 , 差 /z+4p) -wm) 
始终 小 于 任 一 给 定 的 量 时 ， 波 尔 察 诺 定义 这 个 函数 在 这 


 @@ 见 施 托 尔 蒋 :“ 波 尔 察 诺 对 无 穷 小 运算 的 历史 意义 "。 虽 然 波 尔 察 
诺 生 死 都 在 布拉格 , 但 奎 多 .维特 (4 数学 在 波 希 米 亚 的 发 展 > 第 54 页 ) 称 他 
为 米兰 人 , 因 其 父 是 北 意大利 人 。 
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个 区 间 内 为 连续 。@ 这 个 定义 和 稍 后 哥 西 所 给 出 的 没有 
什么 主要 差别 。 它 在 目前 的 微 积分 学 中 仍 是 基本 的 。 
在 提出 微 积分 学 的 基本 原理 时 ， 波 尔 察 诺 清楚 地 意 
识 到 这 个 问题 要 用 有 限 差 的 比 的 极限 来 解释 。 他 定义 
Pdo) 对 z 的 任 一 值 的 导数 妨 (o 是 当 如 无 论 是 正 或 负 
地 趋 近 于 零 时 ,比值 之 CE 二 0) 一 GD) 所 无 限 地 接近 ， 
或 随 我 们 的 需要 可 以 任意 接近 的 量 。 这 个 定义 本 质 上 是 
和 罗 依 里 埃 的 定义 相同 的 ， 但 波 尔 察 诺 进一步 说 明了 极 
限 概念 的 性 质 。 拉 格 朗 日 和 其 他 数学 家 都 以 为 极限 概念 
是 与 消逝 了 的 量 的 商 或 零 的 商 联系 在 一 起 。 欧 拉 曾 将 史 
解释 为 零 的 商 。 在 这 方面 ， 拉 克 鲁 瓦 是 倾向 于 他 的 意见 
的 。 然 而 波 尔 察 诺 强调 说 这 不 可 被 解释 为 ty 和 dx 的 比 ， 
或 零 除 零 的 商 ， 而 只 是 一 个 函数 的 记号 。 他 认为 当 一 个 
ee 
限 值 作为 0 .的 意义 时 , 可 以 使 函数 在 该 点 成 为 连续 的 。 
人 
长 联系 在 一 起 ， 人 们 曾 认为 函数 的 连续 性 足以 保证 导数 
的 存在 。 但 是 在 1834 年 , 波 尔 寨 诺 给 出 一 个 不 可 微分 的 
连续 函数 的 例子 。 这 个 例子 是 根据 下 述 的 一 种 基本 作 
法 : 设 P@ 是 与 水 平 线 斜 交 的 直线 段 ,中 点 为 1 将 PM 


也 见 波 尔 察 诺 的 < 手稿 % 卷 工 第 考 页 ; 或 参见 第 
芋 一 蕊 页 。 
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与 Wig 各 分 为 四 等 分 , 记分 点 为 妃 , Po, 户 与 gb 9o， 6。 
令 瑟 为 刀 在 过 点 胡 的 水 平 线 的 反射 ，k 为 ka 在 过 点 
怠 的 水 平 线 的 反射 。 这 样 就 形成 折线 PP8sMs。 再 对 
这 个 折线 的 四 个 线段 中 的 每 一 个 , 应 用 上 述 的 基本 作法 。 
这 样 ， 就 得 到 一 条 由 垂 个 线段 组 成 的 折线 。 依 此 无 穷 地 
继续 进行 下 去 , 所 得 的 折线 图 形 将 收敛 于 一 条 曲线 , 它 表 
示 一 个 处 处 不 可 微分 的 连续 函数 。 

波 尔 察 诺 所 给 的 这 个 例子 , 在 数学 中 所 起 的 作用 , 好 
比 严格 实验 在 科学 中 一 样 ， 泪 清 了 由 几何 或 物理 的 直观 
廊 造 成 的 印象 ， 表 明了 连续 函数 未 必 有 导数 。 然 而 由 于 
波 尔 察 诺 的 工作 在 当时 并 不 为 人 们 记 熟 知 ， 这 个 问题 保 
留 到 三 分 之 一 世纪 以 后 ， 由 魏 尔 斯 特 拉 斯 所 给 出 的 关于 
这 样 一 个 函数 的 著名 例子 所 解决 .O 

拉 格 朗 日 认为 他 的 级 数 方法 避免 了 考虑 无 穷 小 或 极 
限 的 必要 性 , 但 波 尔 察 诺 指出 , 对 无 穷 级 数 来 说 ,必须 考 
虑 收敛 性 的 问题 。 对 极限 情况 也 是 类 似 的 ， 这 从 下 面 波 
尔 察 诺 的 类 似 叙 述 可 以 看 得 清楚 ， 对 序列 而 (wm, 殉 ()， 
画 (O，…， 丽 人 (0 po 玉 rr(Dp 如 丽 与 刀 ro) 的 
差 , 当 包 无 限 增加 时 ， 总 是 小 于 任何 一 个 给 定 的 数 ， 则 存 
在 一 个 而 且 只 有 一 个 值 , 使 这 个 数列 趋 于 和 它 任意 接近 。 
.我们 久 后 将 看 到 波 尔 察 诺 的 这 个 基本 命题 ， 对 于 实数 的 
一 般 定义 和 算术 的 连续 统 也 是 有 重大 意义 的 ， 

波 尔 察 诺 不 顾 由 空间 与 时 间 的 概念 所 引起 的 疑难 ， 
认为 任 一 连续 统 应 被 视 作 最 终 由 点 所 组 成 。 他 在 这 方面 

_@ 雪 斯 曼 (k 炒 学 因 想 引 论 > 第 112 页 错误 地 认为 瑶 尔 斯 特 拉 斯 第 -- 

个 给 出 这 样 一 个 例子 。 
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的 观点 是 和 伽利略 相似 的 , 对 此 , 他 提 到 了 伽利略 。 虽 然 
他 否认 无 限 大 量 和 无 限 小 量 的 存在 , 但 他 和 伽利略 一 样 ， 
坚持 集合 的 实 无 限 的 可 能 性 。 关 于 这 样 的 集合 ， 他 注意 
到 伽利略 曾经 指出 过 的 疑难 ， 部 分 能 与 整体 构成 一 对 一 
的 对 应 。 例 如 0 与 5 之 间 的 数 能 够 和 0 与 1 之 问 的 数 
成 对 地 相对 应 。 波 尔 察 诺 认为 具有 不 同 的 无 限 势 的 集 
合 , 后 来 被 发 现 是 具有 相同 的 势 ， 除了 这 一 点 以 外 ， 他 关 
于 无 限 的 观点 实质 上 就 是 从 康 托 尔 时 代 以 来 ， 数 学 家 们 
所 采取 的 观点 。 波 尔 察 诺 试图 以 神学 为 论据 来 证 明 无 限 
的 存在 , 而 在 该 世纪 稍 后 时 候 , 他 和 伽利略 曾经 简单 地 看 
作 疑 难 的 那个 性 质 , 却 被 戴 德 金 在 澄清 微 积分 概念 时 , 作 
为 无 限 集 的 定义 的 基础 。 

虽然 波 尔 察 诺 的 观点 指出 了 微 积分 学 最 终 表述 的 广 
向 , 十 九 世纪 的 许多 思想 也 是 遵循 这 一 方向 , 但 这 些 观点 
对 微 积 分 并 未 起 决定 性 的 影响 。 他 的 工作 大 部 分 漂 没 无 
闻 ， 直 到 半 个 多 世纪 以 后 ， 才 被 赫 尔 曼 . 汉 克 尔 所 发 现 。 
然而 幸运 地 , 几乎 在 同一 时 期 ,数学 家 A. 工 * 哥 西 致力 于 
研究 类 似 的 观点 ， 并 且 成 功 地 以 这 些 观点 奠定 了 微 积分 
学 的 基础 。 

“在 数学 著作 的 产量 上 ， 哥 西 足 与 欧 拉 比 美 。 他 撰写 
了 约 800 种 涉及 几乎 所 有 数学 分 支 的 书籍 与 论文 。 他 最 
巨大 的 贡献 之 一 是 在 微 积 分 中 引进 严格 的 方法 ， 见 于 他 
的 三 大 著作 ，* 工 科大 学 分 析 教程 (1821) ,无 限 小 计算 
概要 (1823) 与 < 微分 学 讲义 > (1829) .@ 通过 这 些 著 作 ， 
哥 西 赋予 微 积分 以 今天 所 带 有 的 特色 ， 作 出 较 任何 人 更 

@@ 前 一 书 见 4 哥 西 全 集 >(3), 卷 IIL 后 两 书 见 4 全 集 ?(2), 卷 TV。 
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多 的 贡献 。 

我 们 已 经 看 到 极限 的 观念 是 从 希腊 的 穷竭 法 逐渐 发 
展 而 来 的 。 到 了 牛顿 才 在 其 < 原理 ?一 书 中 作 了 阐述 。 重 
宾 斯 、 达 兰 贝 尔 与 罗 依 里 埃 等 更 明确 地 将 其 作为 微分 学 
的 基本 概念 拉克 和 鲁 瓦 在 他 的 教科 书 中 也 是 这 样 写 的 。 然 
而 在 这 个 漫长 的 时 间 里 ， 极 限 概念 仍 缺 乏 精确 的 表达 形 
式 。 这 是 它 以 几何 直观 为 依据 所 造成 的 后 果 。 事 情 也 只 ， 
能 如 此 ， 因 为 当时 算术 与 几何 概念 大 部 分 都 是 建立 在 几 
何 量 的 观念 上 面 的 。 微 积分 的 创造 者 将 微 积分 作为 处 理 
几何 问题 所 涉及 的 量 之 间 的 关系 的 一 个 工具 。 这 种 想法 
大 多 为 其 继承 者 所 接受 。 欧 拉 和 拉 格 朗 日 在 某 种 意义 上 
说 是 例外 ， 因 为 他 们 要 将 微 积分 建立 在 他 们 的 解析 函数 
概念 的 形式 上 。 但 是 , 即使 如 此 , 他 们 还 是 据 弃 了 极限 的 
观念 。 当 他 们 不 加 鉴别 地 以 为 他 们 的 方法 可 以 用 于 一 切 
_ 连续 曲线 时 ， 他 们 不 自 党 地 顺从 了 用 何 直观 的 成 见 。 虽 
然 达 兰 贝尔 罗 依 里 埃 与 拉克 重 瓦 在 他 们 的 著作 中 , 以 通 
俗 化 的 极限 观念 给 哥 西 准备 了 基础 ， 但 这 种 概念 大 部 分 
仍 是 几何 的 。 

然而 在 哥 西 的 著作 中 , 如 同 波 尔 察 诺 有 过 的 想法 , 极 
限 概念 明确 地 成 为 算术 的 , 而 不 是 几何 的 。 以 前 , 当 需 要 
说 明 这 个 概念 时 ， 最 容易 想到 的 就 是 将 圆 作为 多 边 形 的 
极限 。 这 种 说 明 立 刻 会 引出 应 当 怎 样 解释 的 问题 。 是 否 
多 边 形 的 边 趋向 于 和 表示 圆 的 点 重合 ? 是否 多 边 形 变 成 . 
了 圆 ?” 多 边 形 和 圆 的 性 质 是 否 一 样 ? 就 是 诸如 此 类 的 问 
题 使 得 人 们 人 迟 迟 不 能 接受 极限 概念 ， 因 为 它们 和 芝 诺 的 
问题 相似 ， 要 求 第 一 个 图 形 的 性 质 全 部 化 为 另 一 个 图 形 
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的 性 质 的 某 些 由 此 及 彼 的 形象 化 过 程 。 

最 近 , 有 人 很 肤浅 地 解释 极限 概念 。 在 他 们 看 来 , 称 
图 为 边 长 无 限 减少 的 多 边 形 的 极限 也 好 ， 将 其 看 作 无 限 
个 边 长 为 无 穷 小 的 多 边 形 也 好 ,都 是 无 关 紧要 的 ， 因 为 ， 
反正 多 边 形 与 圆 之 间 的 “特定 差异 ?最 后 是 消失 了 。 对 极 
限 概念 来 说 , 这 种 诉 诸 几 何 直观 的 做 法 是 不 足 为 训 的 。 哥 
西 在 他 的 《分 析 教 程 \ 中 ， 摆 脱 了 与 几何 图 形 及 几何 量 的 
任何 牵连 , 给 出 极限 的 定义 。“ 若 代表 某 变量 的 一 串 数值 
无 限 地 趋向 某 一 固定 数值 时 , 其 差 可 随意 小 , 则 该 固定 值 
称 为 这 一 串 数值 的 极限 ?虽然 后 来 的 数学 家 还 反对 这 一 
定义 , 并 试图 使 其 更 形式 化 . 更 精确 ， 但 这 是 到 那 时 为 止 
所 给 极限 概念 的 最 清楚 的 定义 。 哥 西 的 定义 是 运用 数 、 
变量 和 函数 的 概念 , 而 不 用 几何 和 力学 的 直观 。 因 此 , 在 
说 明 极 限 概念 时 ， 他 说 ， 无 理 数 是 不 同 的 有 理 分 数 逐 渐 
迫近 的 极限 。 

哥 西 以 极限 的 这 一 算术 定义 为 基础 ， 进 而 定义 那个 
难以 理解 的 词汇 ， 无 穷 小 量 。 自 从 希腊 人 的 数学 思辨 涉 
及 无 限 小 以 来 ， 这 一 概念 一 直 是 和 空间 性 质 的 几何 直观 
联系 在 一 起 的 ， 并 且 被 看 成 多 少 是 固定 的 极 小 量 。 这 一 
概念 在 算术 中 没有 得 到 发 展 ， 这 多 半 是 因为 工 被 看 作 数 
字 的 极 小 值 , 而 有 理 分 数 是 作为 两 个 数 的 比 。 然 而 , 十 七 
世纪 经 历 了 代数 方法 在 几何 中 的 迅速 发 展 ， 因 而 从 费 尔 
马 时 代 起 ， 代 数 与 儿 何 都 涉及 到 无 限 小 量 。 牛 顿 曾 坚持 
他 的 方法 不 考虑 可 感觉 的 极 小 量 ， 但 他 的 运算 用 最 终 
比 ， 而 不 用 极限 数 来 解释 , 他 的 消逝 量 就 是 这 样 出 现 的 。 
莱 布 尼 欧 并 不 具体 ， 亦 不 一 贯 地 否认 真实 无 限 小 量 的 存 
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在 , 因为 他 把 无 限 小 有 时 作为 确定 量 , 有 时 又 作为 不 确定 
量 ， 偶 尔 作为 定性 的 零 。 然 而 随 着 十 八 世纪 函数 概念 
发 展 , 着 重 变量 之 间 的 关系 , 使 哥 西 认 为 无 穷 小 量 不 过 是 
一 个 变量 。“ 人 们 认为 它 是 一 个 变量 , 其 绝对 值 无 限 地 减 
小 而 收敛 于 零 .” 因 此 ,无 穷 小 除了 要 理解 为 其 所 取 的 值 
以 零 为 极限 之 外 , 和 其 它 变量 没有 不 癌 。 

为 了 使 无 穷 小 的 概念 更 为 有 用 ， 且 为 了 用 莱 布 尼 欧 
观点 所 提供 的 运算 上 的 方便 起 见 ， 哥 西 加 上 了 高 阶 无 穷 
小 的 定义 。 牛 顿 限于 讨论 一 阶 无 穷 小 或 消逝 量 ， 但 莱 布 
尼 茨 曾 试图 定义 高 阶 无 穷 小 。 例 如 他 把 二 阶 无 限 小 定义 
为 它 与 一 阶 无 限 小 的 比 就 好 象 一 阶 无 限 小 与 某 一 给 定 有 
限 常数 如 工 之 比 。 这 样 一 个 模糊 的 定义 是 不 切实 用 的 。 
但 达 兰 贝尔 企图 用 极限 作 解释 来 改正 它 。 就 某 种 意义 
说 , 他 承认 无 限 小 应 当 被 看 作 变量 , 而 无 限 小 量 的 阶 应 当 
用 这 些 量 的 比 来 定义 。 我 们 看 来 ， 他 的 工作 缺乏 为 广泛 
接受 所 必需 的 那 种 叙述 的 精确 性 。 这 将 留待 哥 西 把 达 兰 
贝尔 的 观点 用 极限 概念 作 精 确 的 表达 。 


可 西 定义 说 , 对 无 穷 小 量 ” 若 有 lim (20 和 
二 士 o, 则 %=j 四 是 z 的 m 阶 无 穷 小 其 中 


2 有 其 吉 典 的 意义 一 一 个 随意 小 的 正 的 常数 。 从 这 里 ， 
我 们 又 一 次 看 到 了 , 变量 . 函数 和 极限 的 思想 是 贯 串 哥 西 
工作 的 一 根 主 线 。 牛 顿 、 莱 布 尼 蒋 和 达 兰 贝尔 都 不 曾 清 
楚 地 区 分 作为 自 变量 的 无 穷 小 和 作为 因 变 量 的 无 穷 小 ， 
而 哥 西 则 在 论 及 无 穷 小 y 对 于 另 一 个 无 穷 小 的 阶 数 
时 , 把 它们 之 闻 的 区 别 赛 括 在 定义 里 了 。 这 样 ,z 是 自 变 
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量 , 它 可 由 任何 趋向 于 极限 零 的 数列 所 给 出 ， 而 相应 的 Y 
数列 则 由 y 和 2 间 的 函数 关系 所 决定 。 然 后 求 出 比 式 


-2 和 二 多 的 数列 的 极限 , 从 而 确定 无 穷 小 4 的 阶 。 这 


WO 二 8 

个 定义 实质 上 是 跟 现 在 的 教科 书 中 通常 所 用 的 下 述 定义 
完全 一 样 的 一 一 车 lim - 狼 是 不 为 零 的 常数 , 则 称 y 是 

对 于 另 一 个 无 穷 小 z 的 双 阶 无 穷 小 。 
哥 西 也 同样 严格 地 澄清 了 达 兰 贝尔 曾经 提 到 过 的 无 
限 大 的 阶 这 个 观点 。 虽 然 波 尔 察 诺 从 集合 论 的 角度 出 
发 ,曾经 肯定 过 实 无 限 的 可 能 性 ; 哥 西 则 强调 可 变性 ， 否 
定 了 这 种 可 能 性 ， 因 为 假定 这 种 可 能 性 看 来 会 引出 一 些 
疑难 。 他 只 承认 亚 里 士 多 德 的 潜 无 穷 ， 并 同意 达 兰 贝尔 
“的 说 法 ， 即 无 限 大 只 不 过 是 无 限 地 大 的 意思 一 一 它 是 这 
么 一 个 变量 , 其 值 不 断 增加 , 以 至 超过 任意 指定 的 数 。 于 
是 , 完全 和 无 穷 小 的 情况 相仿 , 哥 西 对 无 穷 大 的 阶 也 作出 

了 定义 ; 

建立 了 极限 、 无 穷 小 、 无 穷 大 等 概念 以 后 , 哥 西 就 能 
来 定义 微 积分 学 中 最 核心 的 概念 一 一 导数 。 他 的 阐述 与 
波 尔 察 诺 的 说 法 完全 一 致 ， 设 函数 为 g= Jo; 给 变量 z 
一 个 增 量 如 = 性 再 作 比 式 和 = 了 + = 人 。 他 把 
该 比 式 在 ; 趋向 于 零 时 的 极限 (“ 当 它 存在 时 7， 记 作 
Jo ,并 称 之 为 9 关于 z 的 导数 。 当 然 ， 这 就 是 罗 依 里 
埃 的 微 商 , 由 于 应 用 了 欧 拉 和 拉 格 朗 日 的 函数 概念 , 这 种 
微 商 的 意义 变 得 明确 了 。 它 成 了 微 积分 学 中 最 核心 的 概 
念 ， 接 着 ,“ 微 分 ?这 个 词 就 用 导数 来 定义 了 。 这 样 , 微分 
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仅仅 表示 一 种 应 用 方便 的 辅助 概念 , 有 了 它 , 就 可 以 运用 
菜 布 尼 茨 富 于 暗示 的 记 法 ， 同 时 却 和 避免 了 由 于 这 种 记号 
表示 所 引起 的 增 量 与 微分 之 间 的 混淆 不 清 。 菜 布 尼 世 将 
微分 作为 基本 概念 , 微 高 是 用 微分 来 定义 的 ; 但 哥 西 把 它 
们 的 关系 颠 个 过 来 了 。 他 先 用 极限 来 定义 导数 ， 然 后 用 
导数 来 定义 微分 。 若 加 是 有 限 常量 为 则 y=jo) 的 微 
分 田 定 义 为 户 人 dz。 换言之 ， 微 分 ij 和 dz 是 如 此 选 
取 的 量 ， 它 们 的 比 Lo 眼 “ 最 终 比 或 者 比 式 名 的 要 
限 多 = 户 (z) 相 符合 。 实 际 上 这 就 是 达 兰 贝尔 和 罗 依 里 埃 
的 观点 ， 甚至 在 某 种 意义 上 说 ， 莱 布 尼 欧 已 经 有 先 见 之 
明 ， 他 在 1684 年 就 曾 说 过 ,dy 和 dz 之 比 相当 于 纵 坐 标 
与 次 切 臣 之 比 。 倘 使 某 布 尼 茨 把 他 的 工作 从 逻辑 上 改善 
一 下 , 他 势必 就 会 用 极限 来 定义 所 谓 “ 次 切 距 ?, 从 而 把 比 
的 极限 作为 导数 。 

总 之 , 哥 西 典 予 导数 和 微分 一 种 形式 上 的 严谨 性 , 这 
在 他 的 前 人 的 定义 中 是 未 曾 有 过 的 ; 因此 , 他 对 高 阶 微分 
也 能 给 出 适当 的 定义 。 当然 ， 征 分 厂 =jcoaz 是 z 和 
dx 的 函数 。 把 zi 看 作 是 固定 的 , 函数 户 (o) dx 就 依次 具 
有 导数 .PCo) dz 和 微分 yy = 户 (odz2s. 一 般 地 ,有 dy= 
户 (o dan。 哥 西 附加 说 , 因为 双 阶 导数 就 是 以 之 与 dan 相 
乘 而 得 出 dry 的 那个 系数 , 所 以 这 个 导数 称 为 微 系数 。 

这 种 说 法 并 不 意味 着 高 阶 导 数 要 用 高 阶 徽 分 来 定 
义 。 恰 恰 相 反 ， 离开 导数 ， 微 分 就 根本 没有 逻辑 上 的 意 
义 可 言 。 哥 西 沿用 微分 这 个 概念 ， 仅 仅 是 作为 一 种 辅助 
概念 ， 它 跟 导 数 相 比 在 运算 上 更 方便 些 。 这 一 事实 曾 导 


致 数学 家 阿达 玛 在 1934 一 36 年 数学 杂志 关于 这 问题 
的 讨论 中 , 认为 在 讲述 微 积分 学 时 , 使 用 高 阶 微 分 是 毫 无 
意义 的 。O 

哥 西关 于 导数 和 微分 的 定义 ， 实 在 说 来 并 非 新 鲜 东 
西 。 不 过 由 于 应 用 了 函数 .变量 以 及 变量 的 极限 等 概念 ， 
使 已 有 的 导数 和 微分 的 意义 更 清楚 了 。 十 八 世 纪 时 ， 函 
数 这 个 词 一 般 是 指 只 用 变量 和 一 些 当 时 通用 的 运算 符号 
就 能 写 出 的 表达 式 。 当 然 波 尔 察 诺 的 不 可 微 函数 ， 本 来 
将 排除 于 这 种 理解 之 外 ,但 早 在 下 一 世纪 初 ，J.B. 丁 . 傅 
立 叶 指 出 ， 几 乎 任意 的 不 连续 曲线 都 可 以 用 三 角 函 数 的 
无 穷 级 数 解析 地 表示 出 来 。 这 样 就 使 我 们 对 函数 概念 的 
认识 更 全 面 了 。@ 

函数 是 简单 的 解析 表达 式 这 种 形式 主义 的 观点 ， 被 
另 一 种 看 法 所 代替 ， 即 函数 是 变量 间 的 任意 关系 。 这 样 
一 来 , 人 们 就 认识 到 , 曲线 的 连续 性 并 不 取决 于 它 能 否 用 
一 个 单独 的 连续 函数 的 方程 来 表示 。 这 样 就 又 使 人 们 感 
到 , 必需 有 一 个 新 的 连续 性 定义 。 面 对 这 种 需要 , 哥 西 的 
回答 跟 波 尔 察 诺 的 未 曾 引起 注意 的 提 法 是 相 类 似 的 ， 车 
在 某 区 闻 内 , 对 于 变量 ” 的 无 穷 小 增 量 j， 函 数 本 身 总 得 
到 一 个 无 穷 小 增 量 /zx 二 人 -Jo ， 则 函数 在 这 个 区 间 内 
是 连续 的 。 这 里 ， 如 同 在 哥 西 著作 的 其 它 地 方 的 用 法 一 
样 , 无 穷 小 一 词 应 通过 任意 不 定 的 小 与 极限 来 理解 ; 也 就 
是 说 , 对 区 间 内 任何 值 w 若 当 z 趋 近 于 w 时， 变量 /wz) 

@ 阿达 玛 : “微分 概念 的 教学 "。 

四 见 朱 尔 顿 的 两 篇 文章 :“ 论 傅立叶 对 数学 概念 的 影响 ”和 ”“ 哥 西 的 定 
积分 和 函数 连续 性 概念 的 渊源 ”。 
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的 极限 是 /oo) , 则 je) 在 这 个 区 闻 内 连续 。 在 这 个 定义 
中 , 前 一 世纪 的 观念 被 完全 颐 倒 了 过 来 。 牛顿 ( 隐 含 地 )、 
莱 布 尼 茨 (明显 地 ) 都 把 微 积分 学 的 可 靠 性 建筑 在 古 希 腊 
思潮 所 力求 避免 的 假设 之 上 。 由 于 对 连续 性 的 一 种 含糊 
的 认识 , 他 们 以 为 , 凡 变 量 趋 于 极限 时 ， 它 们 的 极限 状态 
总 是 按照 同样 的 规律 进行 的 。 哥 西 使 连续 性 的 概念 具有 
精确 的 数学 形式 ， 并 指出 连续 性 的 概念 依赖 于 极限 的 概 
念 , 而 不 是 相反 。 此 外 , 连续 性 的 实质 ， 并 不 在 于 某 些 部 
分 的 含糊 不 清 的 融合 、 一致 或 接近 , 如 和 象 赁 直观 隐隐 约 约 
地 感到 的 , 或 象 亚 里 士 多 德 所 曾 说 过 的 那样 ; 而 是 在 于 革 
种 特定 形式 的 算术 关系 ， 这 种 算术 关系 随后 在 点 集 论 中 
被 更 详尽 地 阐发 , 上 且 引 出 了 连续 统 的 定义 。 

随 着 连续 性 的 新 观念 ， 一 系列 新 问题 接 旺 而 来 。 我 
们 可 能 已 经 注意 到 , 整个 犹 弥 时 期 一 一 从 牛顿 , 莱 布 尼 茨 
到 拉 格 朗 日 、 拉 克 鲁 瓦 一 一 所 讨论 的 内 容 围绕 着 微分 与 
导数 的 概念 这 个 中 心 进 行 , 而 积分 的 概念 是 排除 在 外 的 。 
这 一 情况 很 容易 解释 。 从 希腊 时 代 直 到 帕斯卡 时 代 ， 人 
们 通过 种 种 办 法 ， 已 经 知道 面积 等 于 微 元 之 和 。 这 些 方 
法 如 果 用 极限 概念 恰当 地 加 以 解释 的 话 ， 就 相当 于 现在 
称 之 为 定 积分 的 方法 。 然 而 ， 通 过 巴 罗 、 牛 顿 和 莱 布 尼 
英 ， 取 得 了 一 个 重要 的 发 现 ， 求 面积 的 问题 无 非 就 是 求 
曲线 的 切线 的 送 问 题 。 既 然 那些 方便 的 算法 一 一 流 数 法 
和 微分 法 一 一 随 着 后 一 类 型 的 问题 已 经 相应 地 发 展 起 
来 , 只 要 经 过 一 道道 转 的 步骤 , 求 面 积 的 方法 就 能 系统 化 
Js 

流 数 之 送 ， 和 牛顿 称 之 为 流量 。 莱 布 尼 茨 把 积分 定义 
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为 微分 之 和 , 虽然 他 同时 也 把 它 看 作 微 分 之 逆 , 并 且 据 此 
以 求 积分 。 流 数 或 微分 之 逆 , 用 今天 的 名 称 来 说 , 相当 于 
逆 导 数 、 原 函数 或 不 定 积分 , 有 时 甚至 干脆 就 称 积分 。 在 
我 们 所 说 的 那个 时 期 ， 积 分 作为 一 种 逆 运 算 的 观点 比 积 
分 作为 和 的 观点 更 为 流行 。 约 翰 * 贝 努 里 在 对 莱 布 尼 茨 
的 “和 式 积分 学 ? 从 形式 化 方面 予以 发 展 时 ， 抛 弃 了 把 积 
分 作为 和 的 定义 ， 明 确 地 把 它 称 为 微分 的 逆 运 算 。 在 他 
看 来 , 积分 学 的 目的 ， 就 是 根据 其 些 量 的 微分 间 的 已 知 关 
系 , 去 找 出 这 些 量 本 身 相 互 间 的 关系 。 

欧 拉 曾 用 和 的 概念 求 出 定 积分 的 近似 值 ， 但 因 他 把 
微分 解释 为 零 ， 所 以 他 据 弃 了 将 积分 作为 求 和 过 程 的 莱 
布 尼 茨 观点 ， 而 附和 约翰 ' 贝 努 里 ， 将 积分 定义 为 微分 的 
逆 运 算 。 罗 依 里 埃 则 更 进一步 强调 积分 是 导数 之 逆 , 并 
因而 提出 要 用 “积分 比 ? 的 字眼 来 代替 “积分 和 ?。 同 样 ， 
拉 格 朗 日 认为 积分 问题 就 是 从 “ 导 函 数 ?来 找 出 原 函 数 的 
问题 ; 而 拉克 和 鲁 瓦 则 说 , 积分 学 的 目的 是 从 微分 系数 来 寻 
求 导出 它们 的 函数 。 波 尔 察 诺 也 相仿 地 将 积分 定义 为 导 
数 之 道 。 

微 积分 学 中 这 种 倾向 的 后 果 是 当时 积分 的 定义 在 逻 
辑 上 直接 依赖 于 微分 的 定义 ， 而 后 者 就 成 了 讨论 微 积分 
运算 与 概念 的 可 靠 性 的 基础 然而, 在 十 九 世纪 初期 情况 
有 了 发 展 , 新 的 观点 产生 了 。 哥 西 从 这 种 新 的 观点 出 发 ， 
重申 应 将 〈 定 7 积 分 当 作 和 式 极 限 。， 从 而 有 必要 对 微 积分 
学 的 两 个 基本 概念 , 导数 与 积分 , 作出 相互 独立 的 定义 。 


因为 导数 已 被 定义 为 im 十 沁 一 沪 ， 所 以 根据 
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波 尔 察 诺 和 哥 西 给 出 的 连续 性 定义 ， 我 们 看 到 导数 的 存 
在 就 已 经 包含 了 函数 在 该 点 的 连续 性 , 虽然 其 道 不成立 。 
因此 , 在 于 八 世纪 意义 下 的 积分 即 逆 导数 的 存在 , 势必 跟 
连续 性 问题 紧密 地 联系 在 一 起 。 不 过 ， 即 使 是 不 连续 几 
线 , 显然 仍 有 面积 ; 这 样 ,不 连续 函数 就 也 允许 具有 莱 布 
尼 茨 意义 下 的 积分 。 所 以 ， 哥 西 恢 复 了 把 定 积分 作为 和 
的 特征 。 对 于 从 加 到 立 这 个 区 间 上 连续 的 函数 Y= 
jz， 哥 西 作 乘积 的 特征 和 式 名 = (一 zo)j xzo) + (za 一 
2 2D 十 … 十 ( 冯 -2oo-DJG Di 倘若 差 wmH 一 i 的 绝 
对 值 无 限 地 减 小 ，% 的 值 会 “ 电 终 让 到 某 个 极限 ”8， 它 
完全 取决 于 函数 /jz) 的 形式 以 及 界 值 z 和 习 … “这 个 
极限 称 为 定 积分 ”。 


哥 西 特别 指出 , 用 以 表示 这 个 极限 的 积分 号 不 能 阅 


成 一 个 和 式 , 而 应 当 说 它 是 这 种 型 式 的 和 式 的 极限 。 哥 西 
接着 又 阐明 了 这 一 点 ， 虽然 积 分 和 微分 这 两 种 运算 是 彼 
此 独立 地 加 以 定义 ， 但 在 这 种 意义 下 的 积分 却 是 微分 过 
程 之 着 。 他 指出 ， 倘 若 fc) 是 连续 函数 ， 那 末 由 定 积分 
To - | /oaz 所 定义 的 函数 ， 以 函数 Jz) 为 它 的 导 
数 。 这 也 许 是 现在 称 为 微 积分 基本 定理 的 这 个 命题 的 第 
一 个 严格 证 明 。 

哥 西 的 定 积分 定义 ， 只 要 稍 许 修改 一 下 ， 就 可 以 扒 
广 到 在 定义 区 间 内 具有 间断 点 的 函数 。 例 如 ， 倘 使 函数 
j@ 在 和 到 并 的 区 间 内 某 点 Zo 处 不 连续 ， 那 末 ， 从 ma 


@ 萨克斯 : 《积分 论 >, 第 122 一 123 页 。 
“294 。 


到 碟 的 定 积分 就 定义 为 和 式 |， foaz+ | Joaz 


当 * 成 为 无 穷 小 时 的 极限 , 假定 这 个 极限 存在 的 话 。 

自从 哥 西 时 代 以 来 不 连续 函数 在 数学 和 其 它 科 学 中 
日 益 显 出 重要 的 作用 ; 积分 理论 之 所 以 有 很 大 的 发 展 , 则 
是 从 积分 作为 和 式 这 个 观点 出 发 的 。 例 如 ， 从 这 个 观点 
出 发 , 勒 贝 格 积分 发 展 起 来 了 。@ 象 在 定 积分 定义 中 所 遇 
到 的 有 关 无 穷 级 数 的 运用 ， 在 哥 西 时 代 之 前 大 概 已 经 有 
了 一 个 多 世纪 的 历史 ; 但 在 十 九 世 纪 初 之 前 , 人 们 没有 强 
烈 地 感到 必须 考虑 无 穷 统 肝 的 收敛 性 。 “收敛 级 数 ? 一 
词 , 似乎 在 一 个 半 世 纪 前 曾 为 钴 姆 斯 .格雷 艾 里 在 具有 某 
些 限制 的 意义 上 首先 使 用 过 ; @ 但 是 十 八 世纪 的 工作 一 
般 都 是 不 够 严格 的 ， 这 就 不 能 适应 为 发 展 无 穷 级 数 观念 
所 必需 的 那 种 思想 的 精确 化 。 十 八 世纪 初 的 瓦 里 尼 翁 和 
士 八 世纪 末 的 拉 格 朗 卓 在 这 方面 跨 出 了 一 步 ， 他 们 声称 
不 考虑 余 项 , 就 不 能 可 靠 地 使 用 一 个 级 数 。 

尽管 这 样 , 关于 收敛 的 无 穷 级 数 的 一 般 定义 或 理论 ， 
并 没有 人 给 出 ， 欧 拉 和 拉克 和 鲁 瓦 在 他 们 的 著作 中 继续 使 
用 发 散 级 数 。 但 进入 十 九 世纪 后 , 阿 贝 尔 、 波 尔 察 诺 、 哥 
西 和 高 斯 都 指出 , 要 在 数学 中 合理 地 使 用 无 穷 级 数 , 必需 
先 作出 无 穷 级 数 收 敛 性 的 定义 和 判别 法 。 其 中 尤其 是 哥 
西 的 工作 , 商定 了 敛 散 性 理论 的 基础 , 对 当代 发 挥 了 广泛 
的 影响 。 哥 西 定义 说 ， 若 对 不 断 增 大 的 值 w 和 Sn 无 限 
趋 近 于 某 个 极限 3, 则 该 级 数 是 收 伍 的 , 这 时 极限 8 称 为 
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级 数 的 和 。 这 里 , 哥 西 很 清楚 地 用 到 了 极限 概念 , 正如 在 
求 导 、 求 积分 以 及 定义 连续 性 等 情况 下 一 样 。 另 外 他 还 
指出 , 只 有 在 这 种 意义 下 , 才能 说 一 个 无 穷 级 数 具 有 一 个 
和 。 换 句 话说 , 在 极限 概念 的 基础 上 , 芝 诺 关于 阿 基 里 斯 
的 疑难 由 上 述 论述 所 击破 了 。 

哥 西 在 他 的 工作 中 试图 证 明 现 在 众所周知 的 哥 西 定 
理 一 一 序列 收敛 于 一 极限 的 充分 与 必要 条 件 是 ， 对 大 于 
2 的 任何 值 ? 与 9，Ss 与 &o 之 差 的 绝对 值 ， 当 郊 充 分 大 
时 ， 能 够 小 于 任 一 所 给 的 量 。 满 足 这 种 条 件 的 序列 称 为 
是 自身 收敛 的 。 条 件 的 必要 性 可 从 收敛 的 定义 立即 得 
出 , 但 是 证 明 条 件 的 充分 性 就 需要 事先 有 实数 系 的 定义 ， 
而 假定 的 极限 8 就 是 其 中 的 一 个 。 没 有 无 理 数 的 定义 ， 
这 部 分 的 证 明 从 逻辑 上 说 是 不 可 能 的 。 

哥 西 在 他 的 分析 教程 中 曾 说 过 ， 无 理 数 应 被 看 作 
是 有 理 数 序列 的 极限 。 由 于 一 个 极限 是 定义 为 序列 的 项 
所 逼近 的 数 ， 使 得 序列 的 项 与 该 数 之 差 终于 能 小 于 任 一 
已 给 的 数 。 因 此 , 在 极限 的 定义 中 , 无 理 数 的 存在 依赖 于 
正 要 定义 的 量 的 已 知 存在 性 ， 亦 即 先 验 的 定义 。 即 我 们 
不 能 将 V 3 定义 为 序列 了 闷 二 4 工 .4 1.414，… 的 极 
限 , 因为 要 证 明 该 序列 具有 一 极 卫 鉴于 极限 及 收敛 性 的 
定义 ， 就 必须 把 这 个 数 的 存在 作为 事先 证 明 过 或 定义 过 
的 假设 。 

哥 西 似乎 没有 注意 到 这 一 环节 上 理论 的 循环 性 ,@ 
而 默认 每 一 自身 收 倒序 列 具有 极限 。 就 是 说 他 认为 在 收 
敛 与 级 数 和 的 定义 中 表现 为 外 部 关系 的 那个 数 的 存在 
”@ 参见 普 林 兴 : 《无理 数 和 极限 的 概念 ,第 180 页 。 
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性 ， 可 以 从 表现 在 哥 西 定理 的 内 部 关系 中 得 出 。 这 个 
、 思 想 可 能 正 是 基于 他 和 波 尔 察 诺 所 力图 避免 的 那 种 东 
西 一 一 即 基于 几何 的 先入 之 见 。 借 用 几何 线段 作为 数 的 
观念 的 基础 的 尝试 曾 引起 毕 达 哥 拉 斯 不 可 公 度 的 困难 ， 
从 而 导致 微 积分 学 的 发 展 。 早 在 哥 西 之 前 两 个 世纪 ， 圣 
文 森 特 的 格雷 戈 里 也 同样 提出 过 ， 一 个 无 穷 几何 级 数 的 
和 可 以 用 一 个 线段 的 长 度 来 表示 ， 因 而 设想 级 数 具 有 一 
极限 。 然 而 为 了 使 分 析 中 的 极限 概念 不 依赖 于 几何, 十 
九 世纪 后 半期 的 数学 家 们 企图 不 用 极限 的 定义 而 来 建立 
无 理 数 的 定义 。 

哥 西 的 无 理 数 观点 中 所 潜入 的 几何 直观 ， 同 样 使 他 
错误 地 认为 函数 的 连续 性 就 足以 保证 其 几何 表示 与 导数 
的 存在 .@ A. 焉 安培 亦 曾 和 哥 西 相似 ， 利 用 几何 的 先入 
观点 ， 试 图 证 明 每 一 连续 函数 除了 在 区 闻 内 某 些 孤立 点 
外 都 具有 导数 这 个 错误 命题 。 约 在 这 个 时 候 ， 波 尔 察 诺 
在 他 的 手稿 中 曾 给 出 过 一 个 例子 , 表明 这 一 见解 的 错误 。 
但 直到 瑶 尔 斯 特 拉 斯 , 才 使 这 一 事实 成 为 众所周知 。 

。” 我 们 可 以 确实 地 说 ， 微 积分 学 的 基本 概念 由 于 哥 西 
而 得 到 严格 的 论述 。 由 于 这 一 理由 ， 通 常 将 哥 西 看 作 在 
近代 意义 下 严格 微分 学 的 黄 基 者 。@ 他 在 极限 概念 精确 
定义 的 基础 上 , 建立 了 连续 性 无穷 级 数 、 以 及 导数 、 微 分 
和 积分 等 理论 。 通 过 他 的 讲演 和 教科 书 的 广泛 流传 ， 他 
对 微 积分 学 的 解释 被 普遍 采纳 ， 并 至 今 为 人 沿用 。 虽 然 
如 此 ， 无 穷 小 的 应 用 还 是 存留 了 一 个 时 期 。8.D 波 阿 松 


中 参考 朱 和 尔 顿 ; “函数 论 和 哥 西 与 高 斯 "。 
Q@ 克 莱 因 :《 高 观点 的 初等 数学 ?, 第 313 页 。: 


于 十 九 世纪 前 半期 在 其 再 版 多 次 ， 而 且 长 期 被 认为 是 标 
准 著作 的 < 力学 论著 > 中 , 采用 无 穷 小 的 方法 。 他 认为 “小 
于 任何 给 定 同样 性 质 的 量 ” 的 量 是 确实 存在 的 。 它们 不 
单 是 “几何 学 家 所 想象 的 一 个 研究 手段 *。 因 而 他 将 微分 
学 的 目的 作为 决定 无 穷 小 量 的 比值 ， 其 中 高 阶 无 穷 小 被 
扎 略 去 , 而 积分 作为 微 商 的 逆 。 

。A.A, 古 尔 诺 虽 然 所 依据 的 立足 点 有 些 不 同 ， 亦 同 
样 反 对 哥 西 的 工作 。 他 在 1841 年 出 版 的 < 函数 与 无 穷 小 
计算 初 论 ?中 ,声称 他 的 爱好 科学 哲理 , 为 他 论述 微 积分 
的 哲学 作 了 准备 。 说 到 这 方面 ， 他 的 态度 和 卡 诺 有 些 类 
似 。 他 认为 牛顿 和 菜 布 尼 茨 的 理论 是 相辅相成 的 ， 而 拉 
格 朗 日 的 方法 简单 地 表现 为 回复 到 牛顿 的 观点 。 虽然 无 
穷 小 只 能 间接 地 用 极限 来 定义 , 但 它 按照 连续 性 定律 , 作 
为 量 的 生成 模式 而 “存在 于 自然 之 中 "。 

古 尔 诺 坚持 概念 存在 于 悟性 之 中 ， 而 不 依赖 于 给 它 

的 定义 。 简 单 的 概念 有 时 具有 复杂 的 定义 ， 甚 或 没有 定 
义 。 因 为 这 样 ， 他 认为 人 们 不 应 当 将 如 同 速 度 或 无 穷 小 
这 一 类 概念 的 精确 性 从 属于 逻辑 定义 。 这 种 观点 和 统治 
上 一 世纪 的 数学 观点 是 截然 相反 的 。 自 从 十 尔 诺 时 代 以 
来 ， 分 析 学 的 趋势 是 较 多 注意 在 形式 逻辑 上 的 推 殴 。 这 
-个 开始 于 十 九 世 纪 上 半期 的 倾向 为 哥 西 大 加 发 扬 ， 而 在 
十 九 世 纪 的 后 半期 又 为 魏 尔 斯 特 拉 斯 非常 成 功 地 继续 推 
进 。 

”尽管 哥 西 细心 地 工作 , 但 在 他 的 叙述 中 , 仍 有 一 些 语 
句 需要 作 进一步 解释 。 诸 如 “无 限 地 趋 近 ?,“ 要 怎样 小 就 
怎样 小 “无 限 小 增 量 的 最 后 比 ?等 的 表达 ,是 要 以 极限 
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的 方法 来 领会 的 ， 但 极限 本 身 包 含 着 前 一 世纪 即 已 产生 
的 困难 。 一 个 变量 趋 近 于 某 一 极限 这 个 概念 ， 引 起 了 对 
运动 和 量 的 生成 的 模糊 直觉 。 再 则 , 在 哥 西 的 叙述 中 , 还 
有 一 些 细小 的 逻辑 缺陷 。 其 中 之 一 是 对 无 穷 集 合 的 概念 
有 欠 明 确 。 这 个 概念 是 他 对 无 穷 序列 工 作 的 基础 ， 而 导 
数 和 积分 正 是 建立 在 无 穷 序 列 之 上 的 。 另 一 个 明显 的 缺 
陷 显 然 是 他 对 所 有 概念 中 最 基本 的 一 个 一 一 数 一 一 略 去 
明确 的 定义 ， 而 这 对 极限 的 定义 并 从 而 对 微 积分 概念 的 、 
定义 是 绝对 重要 的 。 第 一 个 缺点 , 波 尔 察 诺 曾 加 考虑 过 ， 
但 这 个 理论 经 久 没有 得 到 发 展 ， 后 来 大 部 分 通过 格 奥 尔 
格 " 康 托 尔 的 努力 才 完成 。 第 二 个 问题 中 , 困难 所 在 主要 
由 于 无 理 数 定义 的 恶性 循环 ， 而 这 就 留待 魏 尔 斯 特 拉 斯 

虽然 哥 西 用 极限 的 概念 给 出 微 积分 概念 以 目前 的 一 
般 形式 , 但 还 不 能 说 达到 最 后 严格 。 而 卡尔 " 魏 尔 斯 特 拉 
斯 9 才 对 分 析 学 建立 起 不 依赖 于 一 切 几 何 直观 的 纯粹 严 
整 的 算术 基础 。 魏 尔 斯 特 拉 斯 在 1872 年 宣读 一 篇 论文 ， 
其 中 披露 了 波 尔 察 诺 以 前 曾 知 道 的 事实 一 一 即 在 一 个 
区 间 中 连续 的 函数 可 以 在 该 区 闻 中 的 任 一 点 都 没有 导 
数 。@ 以 前 人 们 根据 物理 的 经 验 ， 都 以 为 一 个 连续 曲线 ， 
除了 可 能 在 某 些 孤 立 点 外 ， 必 定 具 有 切线 ， 由 此 得 出 结 
论 ， 相 应 的 函数 一 般 应 该 具有 导数 。 然而 魏 尔 斯 特 拉 斯 


人 @ 见 袁 加 勤 :“ 瑶 尔 斯 特 拉 斯 的 数学 全 集 ”; 亦 参 考 皮 阿 莲 :《 数 学 的 严 
格 省 六 第 34 一 36 页 。 
@@ 似乎 早 在 1861 年 魏 尔 斯 特 拉 斯 在 他 的 讲演 中 已 经 给 出 。 见 普 林 
兴 :《 基 本 原理 ?, 第 个 页 , 注 ; 吴 思 : 《微分 学 2 第 350 一 26 工 页 。 
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确实 证 明了 这 个 赁 经 验 的 结论 是 不 正确 的 。 为 了 证 明 这 
一 点 , 他 作出 不 可 微分 的 连续 函数 


Jo) = 三 久 cos (Cr 


其 中 z 是 实 变数 ,5 是 一 奇数 ,， "是 小 于 工 的 正常 数 ， 


ab>1+ 演 。 


从 那 时 开始 ， 其 它 许 多 同类 的 函数 陆续 发 现 了 。 我 
们 甚至 可 以 说 , 所 有 连续 函数 中 , 在 某 些 点 具有 切线 的 只 
是 例外 情况 ， 虽 然 几 何 直 观 不 是 这 样 一 回 事 。 我 们 可 以 
得 出 虫 运动 定义 的 不 具有 切线 的 连续 函数 ， 因 而 赁 直观 
是 不 足 为 准 的 。@ 

正 因为 瑶 尔 斯 特 拉 斯 感到 直观 不 可 相信 ， 所 以 他 就 
试图 以 尽 可 能 地 严格 与 精确 的 形式 作为 他 的 分 析 学 的 基 
础 。 他 不 象 哥 西 那样 ， 以 许多 论著 提出 他 对 微 积分 原理 
的 工作 ， 甚 至 也 不 用 一 连 串 的 论文 发 表 。 他 的 观点 是 通 
过 听 他 讲课 的 学 生 的 工作 而 公 之 于 世 的 。 

为 了 保证 逻辑 上 的 正确 性 ， 魏 尔 斯 特 拉 斯 要 将 微 积 
分 学 (及 函数 论 ) 只 建立 在 数 的 观念 上 ,从 而 完全 脱离 了 几 
何 学 。 为 此 ， 就 必需 给 出 一 个 不 依赖 于 极限 概念 的 无 理 
数 定 义 ， 因 为 极限 概念 是 以 无 理 数 为 前 提 的 。 这 就 使 得 
魏 尔 斯 特 拉 斯 对 算术 原理 ， 特 别 关于 无 理 数理 论 作 了 深 
刻 研 究 。 他 并 不 去 深入 探讨 什么 是 整数 的 本 质 ， 而 从 整 
数 作为 具有 一 种 共同 特性 的 单位 的 集合 这 样 一 个 概念 出 

@ 见 魏 尔 斯 特 拉 斯 : < 数学 文集 ?, 卷 II, 第 ?IT 一 74 页 ; 曼 西 翁 :“ 瑶 尔 


斯 特 拉 斯 的 不 具有 导数 的 连续 函数 ”。 
加 尼 葛 克 :“ 一 类 由 运动 定义 的 没有 切线 的 连续 函数 ”。 
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发 。 因 此 ， 一 个 复合 数 作为 具有 一 个 以 上 特性 的 不 同 种 
类 的 单位 的 集合 。 于 是 全 体 有 理 数 可 以 由 引进 适当 类 型 


的 复合 数 来 定义 。 这 样 数 3 3 是 由 3a 和 28 所 组 成 , 其 
中 w 是 主要 单位 ,而 8 是 一 个 余数 部 分 了， 作为 另 一 元 


素 。 一 个 数 当 我 们 知道 它 是 由 什么 元 素 ( 有 无 穷 多 个 ) 所 
组 成 , 以 及 每 一 元 素 出 现 的 次 数 时 , 就 可 以 决定 了 。 在 这 
个 理论 中 , 数 V 2 既 不 是 定义 为 序列 了 工 生 1.41， … 
的 极限 , 也 不 是 借以 引入 序列 概念 ; 它 只 是 任何 次 序 的 集 
合 fc, 46, 17，… 的 本 身 , 其 中 是 主要 单位 ，B，7，… 
是 某 些 其 余部 分 , 当然 这 个 集合 要 满足 一 个 条 件 , 即 任何 
有 限 个 元 素 的 和 党 小 于 某 一 有 理 数 。 如 有 和 需 要， 我 们 现 
在 可 以 证 明 数 V2 是 变数 序列 la la，46，la，46， 
1?; … 的 极限 ， 因 而 改正 了 哥 西 的 数 与 极限 的 理论 中 所 
产生 的 逻辑 错误 。 魏 尔 斯 特 拉 斯 利用 序列 (实际 他 考虑 
的 是 非 序 集合 ) 本 身 作 为 数 或 极限 来 解决 一 个 收 伍 序 列 
的 宜 限 的 存在 问题 。 
为 了 使 微 积分 学 的 基础 更 严格 地 形式 化 ， 魏 尔 斯 特 
拉 斯 针对 哥 西 的 一 个 变量 趋 近 于 一 极限 这 一 词句 ， 攻击 
其 借助 连续 运动 的 直观 。 以 前 的 作者 一 般 都 将 变量 定义 
为 不 是 常数 的 量 ; 但 从 瑶 尔 斯 特 拉 斯 以 来 , 大 家 认为 变量 
和 极 跟 的 观念 基本 上 不 是 动态 的 ， 而 寿 涉 到 纯粹 静态 的 
观念 。 魏 尔 斯 特 拉 斯 将 一 个 变量 > 简单 地 解释 为 一 个 字 
母 ， 它 表示 一 个 数值 集合 中 的 任 一 个 。 连 续 变 量 亦 同 样 
用 静态 观念 来 定义 ， 如 果 对 集合 中 任 一 值 zz 和 任 一 系 
列 无 论 怎样 小 的 正 数 09，52，…，5 在 区 间 zo 一 5o zo 十 
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5; 中 总 有 该 集合 中 另外 的 值 , 这 就 叫做 连续 。 

相似 地 , 对 连续 函数 , 魏 尔 斯 特 拉 斯 给 出 相当 于 波 尔 
察 诺 和 哥 西 所 给 的 定义 , 但 是 更 为 明白 和 精确 。 当 心 趋 
近 于 零 时 ， 说 .fc+ dz) -ez) 成 为 无 穷 小 或 变 为 始终 小 
于 任何 给 定 的 量 ， 会 使 人 联想 起 无 限 之 小 或 其 它 有 关 运 
动 的 模糊 观念 。 魏 尔 斯 特 拉 斯 对 fo 在 zo 的 某 一 区 间 
内 为 连续 的 定义 是 ; 若 对 一 个 任意 正 数 s, 可 以 求 出 包含 
20 的 一 个 区 间 ， 使 对 这 个 区 间 中 所 有 值 ， 差 /ze) -xzo) 
的 绝对 值 小 于 s; 或 如 海 涅 听 了 魏 尔 斯 特 拉 斯 的 课 后 所 
提出 的 ， 若 对 已 给 的 任 一 s， 可 以 求 到 一 个 %, 使 得 对 
9<9o 差 /xz 士 力 -jwo) 的 绝对 值 小 于 se。 

同样 可 定义 一 个 变量 或 函数 的 极限 。 设 ==zo 是 函 
数 /Go) 定义 域内 的 一 点 。 若 对 给 定 的 任 一 随意 小 的 数 
s， 可 求 得 另 一 数 8， 使 得 与 zo 相差 小 于 8 的 一 切 x 值 ， 
jz 和 一 个 数 工 的 差 小 于 s， 则 数 卫 是 函数 /Ke) 于 点 如 
的 极限 。 将 这 个 极限 概念 的 叙述 和 哥 西关 于 导数 和 积分 
的 定义 结合 起 来 , 得 到 了 精确 的 微 积分 学 基本 概念 , 这 就 
构成 了 它们 的 严格 论述 。 在 这 个 定义 中 没有 涉及 无 穷 小 ， 
因而 “无 穷 小 计算 ”这 个 名 称 ， 虽 在 今天 仍然 使 用 , 但 是 
不 恰当 的 。 从 牛顿 和 莱 布 尼 茨 时 代 到 波 尔 察 诺 和 哥 西 时 
代 , 虽然 不 少数 学 家 企图 避免 用 无 穷 小 量 , 只 有 魏 尔 斯 特 
拉 斯 才 以 毫 不 含糊 的 符号 化 ， 有 效 地 排除 了 微 积 分 中 根 
深 蒂 固 的 固定 无 穷 小 概念 。 
”在 十 八 世 纪 , 和 牛顿 的 最 初 比 与 最 终 比 , 以 及 菜 布 尼 
茨 的 微 商 相 联系 ， 对 于 一 个 趋 近 于 极限 的 变量 是 否 能 够 
达到 这 个 极限 的 问题 , 兽 有 过 热烈 的 争论 。 这 实质 上 是 芝 
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诺 关于 阿 基 里 斯 的 难题 。 然 而 根据 魏 尔 斯 特 拉 斯 学 派 的 
精确 的 极限 理论 ， 这 个 问题 完全 是 不 适当 的 。 极 限 概念 


并 不 包含 “ 趋 近 ? 的 意义 ， 只 是 一 个 静态 的 问题 。 这 一 个 


问题 包含 两 点 ， 第 一 ， 对 于 z 的 值 w， 变量 jo) 是 否 有 
一 极限 上 L。 第 二 ， 这 个 极限 二 是 否 就 是 2 取 4 值 时 的 函 
数值 。 如 果 jj o) = 元 则 我 们 可 以 说 , 对 于 所 讨论 的 值 
变量 的 极限 就 是 这 个 变量 对 于 这 个 zx 的 值 ， 但 不 能 说 
1 co) 达到 fo) 或 忆 因为 后 者 的 说 法 是 没有 意义 的 。 
回 澜 往事 , 值得 注意 的 是 ， 由 于 产生 芝 诺 疑难 ， 在 希 
腊 数 学 中 被 禁止 的 变动 恩 想 , 在 中 世纪 复活 起 来 , 并 作出 
几何 表示 。 从 而 在 十 七 世纪 导出 微 积分 。 作 为 近 两 个 世 
纪 关 于 近代 分 析 学 基础 的 讨论 的 高 潮 ， 由 于 魏 尔 斯 特 拉 
斯 发 展 起 来 的 所 谓 变量 的 “静态 ? 理论， 使 当初 导致 产生 
近代 分 析 学 的 因素 ， 在 某 种 意义 下 又 从 数学 中 被 排除 出 
去 了 。 变 量 并 不 表示 不 断 芭 得 区 闻 中 所 有 值 的 过 程 , 而 只 
是 假定 在 区 闻 中 取得 一 系列 的 值 。 对 运动 的 模糊 直观 ， 
虽然 在 产生 微 积分 的 研究 中 起 了 明显 的 成 果 ， 但 经 过 进 
一 步 的 探索 ， 是 非常 不 合适 和 会 引入 此 途 的 。 使 我 们 的 
思想 对 连续 性 产生 这 样 迷 惑 不 清 的 是 什么 ? 是 没有 基础 
么 ? 波 尔 察 诺 息 考虑 过 ， 而 魏 尔 斯 特 拉 斯 在 其 无 理 数 定 
义 中 曾 瞳 中 用 过 的 无 限 性 的 概念 又 是 什么 ? 能 否 给 出 合 
理 的 定义 ? 这 些 问题 大 部 分 为 戴 德 金 和 康 托 尔 记 研 究 
过 。 这 两 个 数学 家 沿 着 和 魏 尔 斯 特 拉 斯 思想 类 似 的 道 
路 , 寻求 无 理 数 的 合适 的 定义 。 
由 于 某 些 理由 ， 卫 72 年 是 微 积分 学 基础 史上 的 重要 
一 年 。 除 了 魏 尔 斯 特 拉 斯 提出 了 他 的 连续 不 可 微分 范 
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数 ， 以 及 听 过 魏 尔 斯 特 拉 斯 讲学 的 一 个 学 生 ， 出 版 了 * 算 
术 原 理 ?@ 之 外 , 出 现 了 下 列 的 著作 ， 查 理 * 梅 莱 的 4 无穷 
小 分 析 新 提纲 ?; 发 表 在 * 克 莱 拉 > 杂志 上 的 爱德华 ' 海 涅 
的 < 函数 论 原理 一文; 格 奥 尔 格 * 康 托 尔 关于 算术 原理 的 
第 一 篇 文章 ， 以 “关于 三 角 级 数论 中 一 个 定理 的 推广 ”为 
题 , 发 表 在 《数学 年 刊 ? 上 ; 以 及 理 查 德 戴 德 金 的 < 连续 性 
和 无 理 数 ?。 其 中 每 个 人 的 工作 , 附带 地 都 涉及 一 个 相同 
的 问题 一 一 不 依赖 于 极限 概念 来 表达 无 理 数 的 定义 。@ 
魏 尔 斯 特 拉 斯 在 这 方面 的 工作 , 已 如 上 述 。 至 于 发 表 , 梅 
莱 比 他 占 先 。 他 在 1869 年 以 “由 作为 给 定 变量 的 极限 这 
个 条 件 毛 定义 的 量 的 性 质 ? 为 题 的 一 篇 论文 中 , 企图 解决 
哥 西 所 给 出 的 极限 与 无 理 数 定义 中 的 恶性 循环 。 三 年 以 
后 , 梅 菜 在 他 的 < 新 提纲 ?中 进一步 细 述 了 他 的 观点 。 

我 们 记得 波 尔 察 诺 和 哥 西 曾 企 图 证 明 一 个 自身 收敛 
序列 一 一 即 对 任 一 给 定 的 无 论 怎 样 小 的 s, 总 可 以 求 到 一 
` 个 整数 ,使 对 "> N 及 大 于 整数 吨 的 任 一 整数 P, 不 等 
式 |Soip 一 促 <<s 成 立 一 一 在 外 部 关系 的 意义 下 收敛 , 即 
它 有 一 极限 $S。 梅 莱 在 这 个 问题 上 ， 用 快刀 斩 乱 麻 的 方 
法 ， 抛 弃 了 哥 西 用 极限 8 表达 的 收敛 定义 。 根 据 哥 西 定 
理 , 梅 菜 把 一 个 自身 收 和 敛 的 无 穷 级 数 称 为 收敛 。 这样, 就 
无 需 证 明 一 个 未 经 定义 过 的 数 3 的 存在 ， 作 为 极限 。 数 
一 词 , 梅 莱 在 严格 意义 上 限制 于 整数 和 有 理 分 数 ; 有 理 数 
的 收敛 序列 , 梅 菜 称 它 为 收 么 “变量 ?, 作为 决定 一 个 广义 
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的 数 , 有 理 数 或 无 理 数 。 至 于 序列 是 否 就 是 数 , 他 是 有 些 
模糊 的 。 如 果 是 的 ， 就 如 无 理 数 的 情况 。 他 的 理论 虽然 
没有 明显 地 表达 出 来 ， 而 是 和 瑶 尔 斯 特 拉 斯 的 理论 等 价 
的 。 

康 托 尔 与 海 涅 , 同 魏 尔 斯 特 拉 斯 和 梅 菜 一 样 , 企图 避 
免 哥 西 对 极限 与 无 理 数理 论 中 的 重复 循环 , 在 1872 年 发 
展 并 发 表 了 他 们 的 理论 。 梅 菜 取 |S+s 一 So|<s 作为 收 
敛 的 定义 ， 用 以 代替 |8- Su| <e 这 一 条 件 的 预先 假定 8 
存在 的 先 验 性 , 以 避免 逻辑 上 的 困难 。 类 似 地 , 在 魏 尔 斯 
特 拉 斯 的 定义 中 , 他 不 将 无 理 数 作为 极限 , 而 表示 为 无 穷 
多 个 有 理 数 集 的 整体 。 这 两 人 的 工作 促使 海 涅 和 康 托 尔 
作出 相似 的 观点 。 与 其 假定 数 8 的 存在 作为 自身 收 伍 的 
无 穷 级 数 的 极限 , 姓 宁 如 梅 菜 犹 丈 不 决 地 一 样 , 将 8 作为 
不 是 由 级 数 所 决定 ， 而 是 由 级 数 记 定义 一 一 作为 级 数 本 
身 的 一 个 简单 记号 。@ 他 们 的 定义 和 笋 尔 斯 特 拉 斯 的 观 
点 相似 。 加 上 梅 莱 的 条 件 ， 对 任意 的 py lim (Snip 一 8m) 
= 0, 这 条 件 和 魏 尔 斯 特 拉 斯 的 条 件 一 一 个 集合 中 的 任 
何 有 限 个 数 加 起 来 ， 其 和 总 是 小 于 某 一 界限 一 一 是 等 价 
的 , 只 是 表达 的 形式 更 为 适宜 罢了 。 

沿 着 这 一 条 道路 ， 戴 德 金 做 了 另 一 种 尝试 。 魏 尔 斯 
特 拉 斯 在 1859 年 讲授 函数 论 ， 引 起 关于 算术 基础 的 研 
究 。 同 样 , 当 1858 年 戴 德 金 第 一 次 接受 讲授 微分 学 原理 
时 ， 他 的 注意 力 被 引 向 这 些 问题 上 去 。 在 讨论 到 一 个 变 
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量 趋 近 于 一 确定 的 极限 值 的 概念 时 ， 就 象 哥 西 在 他 以 前 
所 做 的 一 样 ， 只 好 求助 于 连续 量 的 几何 明显 性 。 然 而 他 
感到 由 极限 概念 的 困难 而 产生 的 无 理 数理 论 ， 如 要 成 为 
严格 化 , 必须 只 从 算术 方面 加 以 发 展 。 

” 戴 德 金 对 这 个 问题 的 处 理 是 和 魏 尔 斯 特 拉 斯 , 梅 菜 、 
海 涅 和 康 托 尔 等 有 些 不 同 。 他 不 考虑 应 如 何 定义 无 理 
数 , 才能 避免 哥 西 的 恶性 循环 , 而 考虑 如 果 算 术 方法 明显 
失败 时 , 在 连续 几何 量 中 , 究竟 存在 着 什么 使 它 解决 了 这 
个 困难 ， 即 连续 性 的 本 质 是 什么 ? 柏拉图 曾 企图 从 模糊 
的 流动 量 去 寻求 ， 亚 里 士 多 德 感到 它 存在 于 两 个 相 邻 部 
分 的 端点 相 重合 这 一 事实 中 。 伽 利 略 则 以 为 它 是 真正 的 
无 限 细 分 的 结果 一 一 流体 的 连续 性 在 这 方面 应 与 诸如 微 
小 粉末 所 例 示 的 有 限 不 连续 的 细 分 形成 对 比 。 莱 布 尼 茨 “ 
的 哲学 与 数学 ， 使 他 同意 于 伽利略 的 看 法 。 他 认为 连续 
性 是 有 关 分 离 的 聚集 ， 而 不 是 各 部 分 的 联合 或 重合 的 一 
种 性 质 。 菜 布 尼 茨 以 为 ， 如 果 一 个 集合 的 任意 两 元 素 之 
间 必 有 这 个 集合 中 的 另 一 元 素 ， 则 这 个 集合 形成 一 个 连 
续 统 。 

科学 家 恩 斯 特 . 马 替 同 样 认为 一 个 集合 的 这 种 致密 
性 构成 其 连续 性 。 但 由 实数 系统 的 研究 ， 明 确 了 这 一 条 
件 是 不 充分 的 。 例 如 有 理 数 具有 致密 性 ， 但 不 构成 一 个 
连续 统 。 戴 德 金 沿 着 这 个 方向 去 思索 ， 了 解 到 一 条 直线 
的 连续 性 , 不 能 用 模糊 地 聚 在 一 起 来 说 明 , 而 只 能 作为 将 
直线 用 点 来 划分 的 性 质 。 他 看 出 将 直线 上 的 点 分 成 丙 
类 , 使 一 类 中 的 每 点 都 在 另 一 类 中 每 点 的 左边 , 则 存在 一 
点 而 只 有 一 点 ， 产 生 这 个 划分 。 这 对 有 序 的 有 理 数 系 是 


不 成 立 的 。 这 就 是 为 什么 直线 上 的 点 构成 一 个 连续 统 ， 
而 有 理 数 则 不 可 能 。 正 如 戴 德 金 所 说 的 “由 这 样 的 平凡 
之 见 , 暴露 了 连续 性 的 秘密 .?” 

因此 , 要 用 什么 方法 将 有 理 数 域 加 以 填补 , 使 成 一 个 
连续 统 , 就 很 明显 了 。 这 只 需 假定 直线 上 的 点 能 和 实数 构 
成 一 一 对 应 的 康 托 尔 - 戴 德 金 公理 成 立 。 算 术 地 表示 , 这 
就 意味 着 对 于 将 有 理 数 分 为 两 类 , 使 第 一 类 4 中 的 每 一 
个 数 小 于 第 二 类 妃 中 的 每 一 个 数 的 每 一 种 划分 ,存在 一 
个 而 只 有 一 个 实数 产生 这 个 分 割 ， 或 称 “ 戴 德 金 分 割 ?。 
如 果 我 们 将 有 理 数 分 为 两 类 4 和 兄 , 使 得 4 包含 所 有 其 
平方 小 于 2 的 有 理 数 ， 而 妞 包含 所 有 其 平方 大 于 2 的 有 
理 数 。 于 是 由 连续 公理 ， 则 存在 唯一 的 实数 一 一 在 这 个 
情形 写 为 V 2 一 一 产生 这 个 分 割 。 这 个 分 割 就 构成 V 了 
的 定义 。 同 样 , 任 一 实数 都 用 有 理 数 的 这 种 分 割 去 定义 。 
因 直 线 具 有 连续 性 ， 所 以 这 个 公理 使 实数 域 成 为 连续 。 
此 外 , 戴 德 金 的 实数 ， 就 某 种 意义 说 ， 是 不 依赖 于 空间 与 
时 间 直 观 的 人 类 智慧 的 创造 物 。 

微 积分 通常 被 认为 是 处 理 连 续 量 的 , 但 在 此 以 前 , 没 . 
有 人 正确 解释 过 人 们 是 在 什么 意义 上 接受 这 个 看 法 。 变 
量 的 记号 曾 排 除了 几 何 量 的 观念 ， 但 哥 西 的 观念 仍 瞳 含 
对 连续 变量 的 几何 解释 。 戴 德 金 指 出 ， 几 何 量 之 所 以 连 . 
续 , 并 非 象 人 们 经 常 以 为 的 那样 , 是 由 于 有 理 数 已 明显 地 
没有 离散 性 , 而 只 是 因为 几何 量 上 的 点 构成 稠密 完全 集 。 
依 此 使 数 系 完备 化 一 一 亦 即 应 用 戴 德 金 公理 使 数 系 完备 
化 一 一 这 个 数 系 就 成 为 连续 的 。 正 如 戴 德 金 所 指出 的 ， 
直到 这 个 时 候 , 极限 的 基本 定理 可 以 无 需 借用 几何 , 而 在 
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他 的 实数 新 定义 @ 的 基础 上 加 以 严格 证 明 。 几 何曾 引出 
合适 的 连续 性 定义 ， 而 它 又 由 这 个 概念 的 严谨 算术 化 而 
被 排除 在 外 。 

在 某 种 意义 说 ， 戴 德 金 分 割 是 和 魏 尔 斯 特 拉 斯 、 梅 
莱 、 海 涅 、 康 托 尔 的 实数 定义 等 价 的 。 伯 特 兰 罗素 沿 着 
这 些 人 所 提供 的 思路 ， 企 图 给 出 实数 的 另 一 个 形式 的 定 
义 。 他 以 为 前 面 这 些 人 的 定义 ， 或 是 忽略 了 无 理 数 存在 
的 问题 , 或 是 人 为 地 假设 新 的 数 , 从 而 留 下 了 它们 究竟 是 
什么 的 疑问 。 他 设想 将 一 实数 定义 为 有 理 数 的 整个 “ 截 
段 ?。 例 如 V 2 定义 为 其 平方 小 于 3 的 全 部 有 理 数 的 有 
序 集 。 就 是 说 , 他 不 象 戴 德 金 那样 , 设想 将 有 理 数 分 割 为 
两 类 的 一 个 元 素 ， 他 只 用 戴 德 金 两 类 中 的 一 个 ， 命 为 一 
数 ， 而 不 用 分 割 元 素 。 这 就 排除 了 引进 任何 异 于 有 理 数 
与 有 理 数 截 段 概念 的 必要 性 。 根 据 这 个 观点 ， 则 没有 必 
要 去 建立 无 理 数 。 无 理 数 是 存在 于 有 理 数 系 之 中 ， 正 如 
包含 在 魏 尔 斯 特 拉 斯 较 复杂 的 理论 中 那 样 。 

以 上 努力 建立 实数 的 目的 是 为 了 给 出 一 个 形式 化 的 
逻辑 定义 , 它 既 不 赖 于 几何 的 含义 , 又 避免 用 极限 来 定义 
无 理 数 的 逻辑 错误 。 由 这 些 定义 ， 于 是 微 积 分 中 关于 极 
限 的 基本 定理 的 推导 ， 不 会 有 理论 上 的 循环 。 导 数 和 积 
分 从 而 直接 在 这 些 定义 上 建立 起 来 ， 免 去 任何 与 感性 认 
识 联系 的 性 质 ， 诸 如 变化 率 或 曲面 面积 。 几 何 概念 是 不 
”能 给 出 充分 明白 和 精确 的 。 这 是 我 们 在 微 积 分 发 展 的 漫 
长 岁月 的 过 程 中 已 经 见 到 的 。 因 此 ，、 必 要 的 严格 性 是 通 

@ 但 必须 指出 , 戴 德 金 关于 数 的 定义 ,最 近 被 批评 为 含有 一 个 恶性 循 ， 
环 。 见 韦 尔 ,“ 在 近代 分 析 学 基础 中 的 恶性 循环 ” 1 
。308 。 


过 应 用 数 的 概念 而 发 见 ， 并 由 于 割断 数 的 概念 与 几何 量 
观念 的 联系 ， 在 形式 上 肯定 下 来 的 。 由 上 面 所 给 的 数 的 : 
定义 ,我 们 知道 数 的 大 小 不 是 基本 的 ， 而 次 序 是 基本 的 。 
这 在 戴 德 金 和 罗素 所 给 的 定义 中 表现 得 最 清楚 ， 这 些 定 
义 只 包含 元 素 的 有 序 类 。 虽 然 在 其 它 系 统 中 同样 的 结论 
也 成 立 , 但 缺点 在 于 弄 清 楚 之 前 , 需要 相等 的 新 定义 。 数 
2 的 主要 特征 并 不 是 它 的 大 小 ， 而 是 它 在 实数 有 序 集中 
的 位 置 。 导 数 与 积分 虽然 仍 分 别 定义 为 特征 高 与 特征 和 
的 极限 , 但 通过 数 和 极限 的 定义 , 它们 结果 终于 成 为 次 序 
的 概念 , 而 不 是 量 的 概 秋 。 微 分 学 不 是 一 门 量 的 科学 ,而 
是 一 门 关系 的 逻辑 科学 。 

戴 德 金 的 工作 不 仅 为 不 依赖 于 极限 的 数 的 定义 所 需 
要 , 亦 对 连续 量 的 性 质 作 了 解释 。 波 尔 察 诺 . 哥 西 以 及 其 ， 
他 人 曾 给 出 一 个 自 变量 的 连续 函数 定义 。 至 于 一 个 连续 
的 自 变 量 则 被 默认 为 是 能 够 取 到 一 个 区 间 中 所 有 值 的 变 
量 。 这 些 值 和 一 个 线段 上 的 点 相对 应 。 然而 1872 年 的 
算术 化 , 离开 了 几何 图 象 , 将 连续 变量 用 有 序 集 合作 出 严 
谨 的 表示 。 它 的 条 件 是 :第 一 ， 值 或 元 素 必 须 成 为 一 个 
有 序 集 ; 第 二 , 它 必 须 是 一 个 致密 集 一 一 在 两 个 值 或 元 素 
之 间 必 有 其 它 值 或 元 素 ; 第 三 , 它 必 须 是 完备 集 一 一 即 若 
元 素 用 戴 德 金 分 割 划分 时 ， 恒 有 一 值 或 一 元 素 产 生 这 个 
分 割 。 . 

这 个 定义 是 远 远 地 离 开 任 何 经 验 主义 ， 以 及 跟 连 续 
概念 直 党 地 联系 的 一 个 光滑 不 断 的 ， 或 粘 合 在 一 起 的 图 
银 。 它 只 是 表示 满足 某 些 条 件 的 一 个 无 限 的 、 离 散 的 许 
“多 元 素 -一 -这 个 集合 是 有 序 、 致 密 和 完备 的 。 正 由 于 这 
*。 09 。 


个 意义 , 人 们 将 微 积 分 作为 是 研究 连续 变量 的 ; 也 正 是 这 
个 意义 , 人 们 将 牛顿 的 术语 “最 初 与 最 终 比 ,或 菜 布 尼 蔬 
所 想 的 微分 之 间 的 最 终 关 系 ， 作 为 是 依赖 连续 法 则 而 存 
在 的 。 在 牛顿 流 数 法 里 引进 匀速 运动 , 是 借助 于 直观 来 不 
恰当 地 逃避 连续 问题 。 在 连续 概念 中 既 不 存在 运动 ， 就 
我 们 所 知 , 即 反 过 来 也 不 一 定 正 确 。 从 感性 方面 , 我 们 明 
显 地 不 可 能 得 出 是 否 在 运动 中 要 涉及 连续 统 的 结论 。 替 
姆 堆 尔 茨 、 马 蔚 以 及 其 他 诸 人 的 实验 曾经 指出 感觉 与 视 
党 的 生理 空间 , 其 本 身 是 不 连续 的 。 

巴 罗 与 牛顿 由 于 确信 时 间 是 平稳 长 流 ， 因 而 以 为 它 
是 连续 的 , 但 今天 看 来 , 这 只 是 一 个 假设 。 数 学 不 能 指出 
运动 是 否 连续 , 因为 它 只 是 研究 假设 的 关系 , 可 以 使 它 的 
变量 随意 地 为 连续 或 不 连续 。 芝 诺 疑 难 是 由 于 没有 精确 、 
认识 这 一 事实 ， 以 及 对 问题 缺乏 精确 的 说 明 而 产生 的 结 
果 .。 运 动 的 动态 直观 与 静态 的 连续 性 概念 混淆 一 起 。 前 者 
是 实证 的 科学 描述 , 而 后 者 只 是 先 验 的 数学 定义 。 因 此 ， 
前 者 可 以 启发 我 们 用 连续 变量 对 运动 作出 数学 的 定义 ， 
但 由 于 感性 认识 的 局 限 性 ， 不 能 证 明 必 须 这 样 定 义 。 如 
果 芝 诺 疑 难 用 连续 变量 , 以 及 所 导出 的 极限 概念 .导数 和 
积分 等 的 精确 数学 术语 作出 叙述 ， 则 其 外 表 的 矛盾 就 自 
行 消失 了 。 两 分 法 问题 与 阿 基 里 斯 问题 是 依 其 所 含 的 集 
合 是 否 完备 而 定 。.@ 竞走 问题 能 在 致密 集 的 基础 上 作出 
回答 , 而 飞 箭 问 题 则 由 瞬时 速度 , 或 导数 的 定义 来 解决 。 

连续 性 的 理论 不 是 基于 直观 ， 而 是 基于 依 逻 辑 发 展 

外 参考 赫 尔 姆 震荡 , “计算 与 度量 >, 第 xv 这 页; 卡 约 里 :< 芝 诺 关于 运 

动 的 论辩 的 历史 > 第 218 页 。 
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的 数 与 点 集 的 理论 之 上 。 后 者 又 转 而 依赖 于 无 限 集合 的 
”观念 ， 这 是 芝 诺 曾 用 以 加 强 他 的 辩论 的 。 芝 诺 的 借用 无 
限 ， 是 根据 这 样 一 个 假定 ， 在 一 个 有 限时 间 内 完成 无 限 
步骤 是 不 可 想象 的 。 他 正 是 对 实证 的 科学 描述 提出 了 疑 
间 。 但 就 我 们 所 知 ， 不 仅 无 限 集合 在 物理 意义 上 的 存在 
性 ， 而 且 与 无 限 集合 或 有 限 集 合 相 联系 的 无 限 个 步骤 在 
思想 上 的 实现 性 ， 都 无 法 证 明 其 可 能 或 不 可 能 。 因 为 科 
学 不 能 回答 这 一 点 ， 所 以 问题 也 许 转变 成 一 个 假想 的 数 
学 问题 。 

更 有 进 者 , 在 数 与 连续 性 的 定义 中 , 数学 需要 关于 无 
限 的 理论 。 因 此 , 无 限 集合 的 数学 上 存在 问题 , 即 相 容 的 
逻辑 定义 问题 ,有 待 回 答 。 俩 利 略 曾 模糊 地 提出 过 ,而 波 尔 
察 诺 则 较 清楚 地 看 到 ， 无 限 集 合 必定 具有 某 一 局 部 和 全 
体 构成 一 对 一 的 对 应 这 样 一 个 似 非 而 是 的 性 质 。 这 个 事 
实 导致 哥 西 否 定 它们 的 存在 性 ， 而 确实 在 哥 西 和 魏 尔 斯 
特 拉 斯 的 工作 的 基础 上 ， 我 们 只 能 说 无 限 不 过 是 指 亚 里 
士 多 德 的 潜 势 一 一 所 论 过 程 的 一 个 不 完全 性 .@ 他 们 的 
无 穷 小 是 以 零 为 极限 的 变量 ， 而 极限 的 概念 只 涉及 数 的 
定义 。 但 是 这 个 数 的 定义 暗中 以 无 限 集合 的 先 验 存在 为 
前 提 , 因而 这 个 问题 不 能 含糊 地 避免 。 在 魏 尔 斯 特 拉 斯 算 
术 基础 的 工作 的 影响 之 下 ， 戴 德 金 与 康 托 尔 为 了 完成 这 
个 工作 , 寻求 无 限 集合 的 理论 基础 .@ 他 们 在 波 尔 察 诺 疑 
义 中 找到 这 个 基础 。 他 们 不 是 将 其 看 作 只 是 无 限 集合 的 
.一 个 奇怪 性 质 , 而 把 它 作为 无 限 集合 的 定义 。 戴 德 金 说 ， 

@ 见 保 曼 ; 戴 德 金 和 波 尔 察 诺 2。 
”加 见 希 尔 伯 特 :“ 论 无 限 ”。 
SEEH 。 


“ 当 一 个 系统 3 和 其 适当 部 分 相似 时 ， 就 称 它 为 无 限 ; 否 
则 驴 称 为 有 限 系统 ?在 这 个 定义 之 下 ， 无 限 集合 就 成 为 
逻辑 上 自 容 的 实体 而 存在 , 从 而 完成 了 实数 的 定义 。 

康 托 尔 在 这 方面 和 戴 德 金 交 换 过 意见 ， 不 满足 于 只 
定义 无 限 集合 。 他 要 将 这 个 问题 作 进 一 步 的 发 展 。 在 一 
系列 的 论文 中 ， 他 回顾 了 从 德 席 克利 特 时 代 到 戴 德 金 时 
代 关 于 无 限 的 历史 ， 详 述 了 他 的 无 限 集合 论 。 康 托 尔 的 
数学 无 限 学 说 虽 被 压 为 “ 自 希腊 以 来 的 唯一 真正 数学 ”， 
但 并 不 涉及 到 亚 里 士 多 德 的 潜 无 限 ， 亦 不 涉及 到 经 院 派 
的 合成 无 限 。 这 两 者 总 是 和 可 变性 相 联系 的 。 康 托 尔 以 实 
无 限 来 代替 中 世纪 哲学 的 自 成 无 限 。 他 公正 地 感到 经 院 
派 的 思想 在 处 理 这 个 问题 时 , 是 宗教 教义 多 于 数学 概念 。 


此 外 , 莱 布 尼 茨 的 思想 也 侧 乏 决断 , 尽管 他 的 微 积分 表示 


了 建立 无 限 大 与 无 限 小 数学 的 最 显示 天 才 的 尝试 。 有 时 
他 反对 绝对 无 限 , 但 又 以 为 大 自然 并 不 厌恶 实 无 限 , 它 无 
处 不 在 用 到 实 无 限 , 以 显示 其 创造 者 完美 无 候 。 

自从 沃 利 斯 时 代 开始 ， 数 学 家 用 符号 oo 表示 无 限 、 
大 , 但 既 没有 给 它 定义 , 也 没有 看 到 经 院 派 的 说 明 。 例 如 
琅 尔 斯 特 拉 斯 把 这 个 符号 既 表 示 潜 势 , 又 表示 实在 的 量 ， 
他 写 Fa) = 表示 -5 = 也 用 表达 式 (co) -2 表 
示 当 z 为 无 限 大 时 。 jz) 的 极限 为 5。 为 了 避免 这 种 混 
乱 ， 康 托 尔 选取 一 个 新 的 符号 w 代表 正 整数 的 实 无 限 集 
合 。 此 外 , 应 当 注意 的 , 虽然 一 般 地 指 量 的 大 小 , 而 w 
则 须 以 集合 来 解释 。 沃 利 斯 、 丰 特 奈 尔 和 其 他 诸 人 各 不 
同 地 将 o 作为 最 大 的 正 整数 ,或 全 体 正 整数 的 和 而 记 
312 。 


号 w 只 是 在 其 元 素 由 全 体 正 整数 组 成 一 个 集合 的 意义 之 
下 , 表示 全 体 正 整 数 。 这 个 关于 一 群 元 素 的 无 限 观点 , 波 
尔 察 诺 早 就 明白 解释 过 ， 但 他 没有 认识 到 康 托 尔 所 说 的 
元 素 的 一 个 无 限 集合 的 势 。 有 理 数 可 以 使 它 和 正 整 数 构 
成 一 一 对 应 。 正 由 于 这 个 原因 ， 这 两 个 集合 是 作为 具有 
相同 的 势 。 然 而 ， 康 托 尔 的 < 集合 论 ? 最 惊人 的 结果 之 一 
是 存在 大 于 w 的 超 限 数 。 算 术 的 理论 表明 一 个 连续 统 需 
要 有 理 数 以 外 的 数 , 现在 康 托 尔 指 出 , 所 需要 的 实数 集 是 
这 样 的 一 个 集合 , 它 不 能 与 正 整数 构成 一 一 对 应 ; 即 这 个 
集 是 不 可 列 的 .因此 表示 一 个 更 高 势 的 超 限 数 , 简单 地 记 
作 C。 人 们 已 经 发 现 高 于 C 的 其 它 数 , 但 w 与 C 之 间 是 
否 还 有 数 的 问题 , 还 不 能 回答 。 然 而 , 连续 变量 的 定义 ， 
以 及 由 此 产生 的 微 积分 的 概念 ,只 需要 无 限 集合 C。 

对 无 穷 概念 中 原 有 概念 上 的 困难 所 引起 的 非议 ， 虽 
然 康 托 尔 的 工作 还 未 能 全 部 加 以 澄清 ， 但 他 断然 地 驶 斥 
了 由 于 塑 辑 上 的 矛盾 所 引起 的 议论 。 同 样 ， 对 应 用 无 限 
来 定义 无 理 数 和 极限 概念 的 任何 批评 ， 康 托 尔 的 工作 亦 
都 予以 回答 。@ 从 毕 达 哥 拉 斯 关于 不 可 公 度 的 发 现 , 以 及 
_ 对 数 与 无 限 予 以 恰当 的 定义 为 起 点 ， 孚 育 了 导致 微 积 分 
的 各 种 研究 。 而 其 终点 的 建立 ， 可 以 说 是 归功 于 三 大 伟 
人 ， 魏 尔 斯 特 拉 斯 、 戴 德 金 和 康 托 尔 。 通 过 他 们 的 努力 ， 


人 @@ 在 这 一 点 ,或 者 可 以 看 到 无 限 集合 论 亦 普 遗 留 下 来 一 些 费 解 而 迄今 
未 解决 的 矛盾 。 见 彭 加 勒 :《 科 学 的 基础 > 第 477 页 以 及 以 后 几 页 ; 皮 阿 莲 : 
《数学 的 严格 性 ”第 42 一 竹 页 。 曾 有 人 以 为 这 些 疑 难 可 能 与 理论 物理 所 遇 
到 的 困难 有 关 。 见 < 美国 数学 学 会 会 报 ?， 卷 和 LII(1936), 第 791 一 792 页 ， 
诺 斯 罗 朴 关于 薛 定 谓 的 < 科学 与 人 的 气质 > 的 评论 。 


Bt 。 


给 出 了 微 积 分 学 的 基本 概念 一 一 连续 变量 的 极限 ， 导 数 
和 积分 , 其 逻辑 上 的 严密 性 , 有 如 欧 几 里 得 几何 学 一 般 的 
” 令 人 惊叹 ,， 其 形式 上 的 严谨 性 ， 实 非 古 希腊 人 所 能 梦想 。 

现在 已 经 看 到 , 在 分 析 学 中 ,除了 整数 , 或 有 限 或 无 限 的 
数 系 之 外 ,就 一 无 所 需 了 。Q@ 关于 微 积分 学 的 发 展 ， 毕 达 
哥 拉 斯 的 名 言 是 惊人 地 贴切 ， 互 物 缘 数 ! 


@@ 彭 加 勤 : 《科学 的 基础 ?, 第 380, 441 页 以 及 以 后 几 页 。 
。3d 。 


第 八 章 结 “” 论 


职业 数学 家 和 科学 家 由 于 一 种 强烈 的 诱惑 ， 总 是 试 
图 将 重大 的 发 现 和 发 明 归 功 于 某 一 个 人 。 这 样 的 处 理 是 
为 富有 指导 意义 的 目的 服务 的 ， 把 注意 力 集中 在 各 门 学 
科 的 某 些 根本 方面 , 正 象 记事 史 为 了 便于 叙述 , 常 被 划分 
为 若干 个 时 代 。 但 在 这 样 的 归属 与 划分 中 ， 就 有 过 分 夸 
张 某 一 时 代 或 某 一 个 人 的 意义 的 危险 。 可 以 当 得 起 某 一 
项 “改革 ”的 全 部 声誉 的 数学 家 或 科学 家 是 极 个 别 的 一 一 
也 许 从 来 不 曾 有 过 -- 一 也 没有 一 个 时 代 值得 称 为 文化 在 
某 一 方面 的 “复兴 ?时 代 。 在 任何 发 现 和 发 明 的 后 面 ， 总 
有 那 一 股 思想 的 进化 发 展 ， 使 它 的 诞生 成 为 可 能 。 微 积 
分 史 为 这 一 事实 提供 了 非常 合适 的 实例 。 
牛顿 的 流 数 法 并 不 比 他 的 运动 定律 和 引力 定律 出 现 
得 更 为 突然 ， 菜 布 尼 茨 的 微分 法 如 同 他 的 连续 性 定律 一 
样 , 时 已 有 了 全 面 的 端倪 。 他 们 对 前 辈 的 无 限 的 方法 , 给 
出 了 为 进一步 的 发 展 所 必需 的 算法 上 的 统一 性 和 精确 
性 ,他 们 正 是 在 这 样 的 意义 下 ， 被 看 作 微 积 分 的 发 明 者 。 
他 们 的 工作 区 别 于 他 们 的 前 辈 巴 罗 和 费 尔 马 的 相应 方法 
的 地 方 , 更 多 的 是 在 看 法 和 普遍 性 方面 , 而 不 是 在 内 容 和 
细节 方面 。 巴 罗 和 费 尔 马 的 方法 本 身 又 是 诸如 托 里 拆 利 、 
卡 瓦 列 里 和 全 利 略 , 或 开 普 勤 . 瓦 雷 里 欧 和 史 蒂 汶 等 人 的 
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观点 的 精细 加 工 。 这 些 无 限 小 设想 的 早期 发 明 者 的 成 就 
又 是 奥 雷 姆 “计算 大 师 ”、 阿 基 米 德 和 依 多 克 索 等 人 所 作 
贡献 的 直接 结果 。 上 面 最 后 提 到 的 那些 人 的 工作 ， 又 受 
到 亚 里 士 多 德 .柏拉图 、 芝 诺 和 毕 达 哥 拉 斯 等 人 所 提出 的 
数学 和 哲学 问题 的 鼓舞 。 没 有 这 些 前 辈 们 所 建立 起 的 思 
想 渊 源 ， 牛 顿 和 莱 布 尼 茨 的 微 积分 的 发 明 将 是 不 可 想象 
的 。 

如 果 说 , 一 方面 , 数学 家 们 易于 忘记 微 积分 兴起 的 孕 
” 育 和 酝酿 阶段 ; 那 末 , 另 一 方面 ,这 一 门 学 科 的 历史 家 又 常 
常 急于 领会 后 期 严密 表述 的 意义 ， 这 门 学 科 的 历史 记载 
常常 截止 于 牛顿 和 莱 布 尼 茨 的 工作 ， 尽 管 两 人 之 中 没有 
一 人 能 够 提供 两 个 世纪 后 才 跟 上 来 的 思想 上 的 精确 性 。 
对 于 这 种 后 期 研究 工作 的 忽视 ， 显 示 了 对 哥 西 或 魏 尔 斯 
特 拉 斯 提出 的 基本 概念 的 注意 不 够 , 或 领会 不 当 。 在 前 面 
经 常 提 及 而 且 可 以 成 倍增 加 的 参考 书目 中 ， 对 于 微 积 分 
最 后 形成 的 观点 大 都 是 不 恰当 地 归功 于 这 门 学 科 的 早期 
研究 者 。 把 魏 尔 斯 特 拉 斯 的 实数 定义 等 同 于 亿 多 克 索 的 
比例 论 ; 把 戴 德 金 分 割 等 同 于 布 厢 索 的 思想 。 认 为 康 托 尔 
的 连续 统 在 威廉 . 奥 卡 姆 或 芝 诺 的 思索 中 已 被 表达 。 魏 尔 
斯 特 拉 斯 的 极限 概念 曾 被 解释 成 和 牛顿 的 最 初 和 最 终 比 
一 样 , 甚至 相同 于 十 希腊 的 穷竭 法 。 哥 西 的 导数 和 微分 被 
说 成 和 莱 布 尼 蒋 的 有 关 概 念 完全 一 样 。 把 哥 西 的 定 积分 
完全 归功 于 费 尔 马 , 甚至 归功 于 卡 瓦 列 里 和 阿 基 米 德 。 

这 些 引 证 说 明了 一 种 如 此 普遍 的 倾向 ， 即 不 自觉 地 
把 自己 关于 这 门 学 科 已 经 搞 清楚 的 思想 猜 度 为 前 辈 一 些 
人 的 思想 ， 忘 记 了 它们 是 几 个 世纪 以 来 的 思 辩 和 研究 的 
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高 峰 。 数 学 和 科学 的 概念 在 它们 的 成 长 过 程 中 ， 明 显 地 
是 逐步 累积 的 一 一 为 了 认识 要 素 之 间 的 关系 ， 并 利用 它 
来 描述 由 物理 经 验 提 供 的 素 乱 现象 ， 这 些 概念 就 是 人 们 
作 了 不 断 努 力 的 结果 。 例 如 十 六 世纪 的 动力 学 和 天 文学 
并 非 完全 是 新 的 发 展 ， 而 是 从 这 两 门 学 科 中 的 中 古 和 远 
古 的 观点 中 派生 出 来 的 。 在 同样 的 意义 下 ， 近 代 初 期 对 
无 限 小 概念 的 运用 并 非 从 头 开 始 ， 而 是 从 经 院 派 哲学 家 
们 和 希腊 数学 家 们 的 工作 中 断 的 地 方 开 始 的 。 

然而 这 些 逐 步 的 成 就 不 能 被 解释 为 某 一 种 深思 熟 虑 
的 计划 的 展开 。 在 科学 和 数学 的 进展 中 ， 象 经 常 要 增添 
一 些 要 素 一 样 ， 也 经 常 要 放弃 一 些 要素 。 因 此 没有 一 个 
研究 者 能 够 预见 把 他 的 观点 进行 精确 化 的 方向 。 只 有 在 
回顾 中 才能 追溯 这 些 发 展 所 趋 的 途径 。 虽 然 在 追溯 思路 
时 , 马上 能 认 出 那些 最 后 概念 所 由 产生 的 观念 , 但 是 前 者 
一 般 并 不 等 于 后 者 。 它 们 各 应 按照 所 出 现时 代 的 数学 和 
科学 背景 来 考虑 。 例 如 ， 应 用 二 十 世纪 的 解析 符号 来 解 
释 阿 基 米 德 和 巴 罗 的 几何 观点 ， 那 就 等 于 暗中 求助 于 现 
代 符 号 法 所 提供 的 为 早期 的 研究 者 远 远 不 能 掌握 的 思维 
经 济 。 

在 数学 和 历史 学 科 的 职业 工作 者 间 的 一 种 深入 而 和 
谐 的 相互 了 解 ， 可 以 容易 地 消除 不 少 关 于 数学 概念 的 本 
质 和 产生 的 偏见 。 不 仅 熟悉 微 积分 学 的 内 容 ， 而 且 还 熟 
悉 它 的 发 展 史 的 话 、 就 能 看 出 问题 不 在 于 谁 是 这 门 学 科 
的 创始 人 一 一 黎 尔 斯 特 拉 斯 和 哥 西 ， 或 者 牛顿 和 莱 布 尼 
茨 , 或 者 巴 罗 和 费 尔 马 ,或 者 卡 瓦 列 里 和 开 普 勒 , 或 者 阿 
基 米 德 和 侈 多 克 索 一 一 而 是 在 什么 意义 下 ， 他 们 当中 每 
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个 人 可 被 认为 对 新 分 析 学 方面 有 所 贡献 。 

不 仅 可 以 追 漳 两 千 五 百年 间 形 成 微 积分 思想 的 发 展 
道路 , 而 且 可 以 指出 某 些 不 利于 微 积 分 思想 成 长 的 倾向 。 
最 明显 的 阻力 莫如 顽固 地 坚持 从 数学 中 排斥 那些 当时 还 
不 能 作出 严格 逻辑 解释 的 任何 观念 。 导 致 产生 微 积分 的 
那些 概念 一 一 变化 与 连续 ， 无 限 大 与 无 限 小 概念 一 一 因 
此 被 握 除 于 希腊 数学 之 外 ， 欧 几 里 得 的 著作 就 是 这 种 排 
除 的 纪念 碑 。 当 阿 基 米 德 放弃 希腊 人 的 逻辑 , 采用 那些 被 
禁用 的 概念 时 , 他 的 工作 最 有 成 果 ; 但 这 是 几乎 应 用 那些 
概念 的 绝无仅有 的 例子 。 类 似 的 , 在 十 七 世纪 , 包括 由 斯 
卡 和 巴 罗 在 内 的 一 些 数学 家 避免 应 用 代数 和 解析 几何 ， 
因为 这 和 从 古 希腊 流传 下 来 的 严密 要 求 不 相称 。 如 果 他 
们 能 充分 利用 这 些 要 素 ， 他 们 很 可 能 被 宣称 为 微 积分 的 
发 明 人 。 再 如 , 十 八 世纪 英国 的 数学 家 们 孝 弃 大 陆 上 *“ 计 
算 派 ”的 微分 法 ， 主 要 是 因为 它 的 多 辑 基础 薄弱 (还 有 民 
族 妒忌 的 原因 , 因而 在 作为 这 一 世纪 特征 的 分 析 学 的 志 
速成 长 方面 , 没有 作出 可 观 的 贡献 。 

很 清楚 ， 言 从 他 们 轻率 地 应 用 那些 显然 缺乏 迎 辑 基 
础 的 方法 和 思想 是 无 可 原谅 的 。 为 了 避免 那 种 无 可 救 药 
的 混乱 (可 用 十 八 世纪 无 穷 级 数 的 应 用 为 证 )， 最 后 当然 
应 去 找 出 这 样 的 逻辑 基础 ， 但 是 在 多 辑 基础 最 后 建立 之 
前 , 就 排斥 启发 性 的 观念 , 却 是 一 个 严重 的 错误 。 

另 一 方面 ， 对 微 积分 发 展 的 一 个 微妙 的 因而 也 是 更 
严重 的 阻力 是 在 各 个 阶段 中 不 能 对 采用 的 概念 给 以 当时 
可 能 做 到 的 简明 和 形式 化 的 定义 。 芝 诺 的 疑难 是 一 个 最 
好 的 例子 ， 说 明 隐 涩 难 解 是 由 于 不 能 清晰 地 毫 不 含 栏 地 
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规定 问题 的 条 件 和 给 出 有 关 名 词 的 形式 化 定义 的 后 果 。 
如 果 希 腊 人 早 就 要 求 芝 诺 叙述 精确 (这 是 数学 家 们 对 自 
己 应 有 的 要 求 ), 他 们 也 许 就 不 会 所 弃 那 些 导致 微 积 分 的 
概念 ， 也 许 不 致 几乎 完全 忽视 动力 学 这 门 科 学 。 经 院 派 
哲学 家 们 的 仔细 辨别 , 指出 了 澄清 这 类 问题 的 路 径 , 但 是 
这 些 人 对 希腊 的 几何 学 和 阿拉 伯 的 代数 学 的 形式 主义 不 
够 熟悉 , 因而 不 能 使 他 们 的 思想 趋 于 完善 。 
经 院 派 哲学 衰落 之 后 ， 发 展 的 倾向 是 脱离 思想 的 精 
确 性 而 偏重 于 想象 力 的 自由 运用 ， 如 在 文艺 复兴 中 所 出 
现 的 那样 。 在 数学 方面 ， 这 一 情况 强烈 地 反映 在 库 萨 的 
尼 古 拉 和 开 普 勤 的 著作 中 ;他 们 没有 追求 适当 地 定义 无 
限 大 、 无 限 小 、 运 动 、 连 续 等 概念 ,而 在 数学 中 应 用 了 它 
们 。 在 某 种 意义 下 , 这 是 幸运 的 , 因为 这 有 利于 酝酿 微 积 
分 方法 的 发 展 。 然 而 在 另 一 方面 ,缺乏 健全 的 批判 态度 ， 
使 正在 运用 着 的 方法 的 轰 辑 基础 , 几 百年 来 从 未 定义 过 ， 
从 此 而 来 的 思想 混乱 就 引出 了 六 、 七 种 其 它 的 方法 。 如 
果 牛 顿 的 极限 方法 叙述 得 更 明确 些 ， 如 果菜 布 尼 茨 明白 
地 表示 他 正在 发 展 一 个 新 工具 而 不 是 一 个 逻辑 基础 ， 那 
末 犹 琼 时 期 可 能 不 致 随 而 出 现 。 但 既然 情况 并 非 如 此 ， 
就 必须 有 哥 西魏 尔 斯 特 拉 斯 及 其 他 诸 人 的 工作 , 对 连续 
变量 、 极限 、 导数 ,积分 等 概念 赋予 一 种 表述 上 的 精确 性 ， 
使 这 些 概念 成 为 普遍 可 接受 的 。 
然而 微 积 分 概念 的 发 展 的 主要 障碍 ， 很 可 能 来 自 对 
数学 本 质 的 误解 。 自 从 希腊 时 代 以 前 的 经 验 数学 发 展 以 
来 ,历代 有 人 坚持 这 样 的 态度 ， 数 学 要 末 是 经 验 的 科学 ， 
要 末 是 先 验 的 哲学 。 无 论 按 电 一 种 看 法 ， 数 学 都 不 能 任 
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意 发 展 , 而 要 受到 某 些 制约 ; 不 是 受 后 天 地 从 自然 科学 派 
生出 来 的 概念 的 制约 ， 就 是 受 据 认为 是 先 验 地 被 绝对 主 
义 的 哲学 所 强加 的 概念 的 制约 。 在 埃及 和 巴比伦 的 水 平 
上 , 数学 主要 是 关于 自然 界 的 知识 的 实体 .早期 的 爱 奥 尼 
亚 人 把 这 些 知 识 整理 成 一 个 演绎 系统 ， 但 是 它 的 基础 主 
要 仍 是 经 验 科 学 。 毕 达 哥 拉 斯 的 东方 神秘 主义 把 情况 倒 
了 过 来 , 给 予 数学 以 一 种 超 感觉 的 现实 性 , 而 把 现象 世界 
作为 它 的 对 立 部 分 。 前 提 就 这 样 范畴 地 被 建立 起 来 ， 数 
学 家 所 能 做 的 工作 就 只 是 从 而 开展 逻辑 推理 。 柏 拉 图 把 
这 一 观念 加 工 成 为 一 种 唯心 主义 上 哲学， 一贯 地 否认 数学 
命题 的 纯 逻 辑 性 和 假设 性 的 本 质 。 虽 然 如 此 ， 关 于 导致 
微 积 分 的 思想 , 在 古 希 腊 时 代 , 柏拉图 的 观点 却 发 挥 过 有 
利 的 影响 ， 平 衡 了 亚 里 士 多 德 的 态度 。 

亚 里 土 多 德 认为 , 数学 是 自然 科学 的 理想 的 抽象 , 因 
此 它 的 前 提 和 定义 不 能 是 任意 的 ， 而 是 由 我 们 对 感性 世 
界 的 解释 所 决定 的 。 几 何 学 中 许可 的 概念 只 是 跟 这 幅 图 
景 相 一 致 的 那些 概念 。 无 限 小 量 和 实 无 限 之 所 以 受到 排 
斥 , 与 其 说 是 为 了 任何 业已 证 明 的 逻辑 的 不 一 致 性 , 不 如 


说 是 为 了 一 种 假定 的 和 自然 界 的 不 相称 性 。 数 学 的 实在 


性 被 认为 是 从 这 个 自然 界 中 弃 去 无 关 的 属性 而 导出 的 。 
一 如 感觉 所 示 ， 连续 依赖 于 端点 的 重合 ,依赖 于 同一 性 。 
同样 ,为 了 与 常识 和 经 验 的 判断 相符 , 数 被 看 成 单位 的 集 
合 ， 从 而 无 理 量 被 认为 不 属于 数 的 范围 。 数 学 是 关系 的 
逻辑 , 但 这 些 关系 的 本 质 完全 由 公设 决定 , 而 公设 本 身 又 
由 物理 经 验 的 证 据 所 操纵 。 

关于 柏拉图 和 亚 里 士 多 德 两 人 的 观点 ， 前 者 一 度 曾 
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导致 了 微 积 分 方法 的 发 展 。 在 这 种 观点 下 ， 无 限 大 和 无 
限 小 的 概念 并 不 受到 排斥 ， 因 为 理性 是 不 受 感性 世界 支 
配 的 。 数 学 的 实体 具有 本 体 论 的 实在 性 , 它 和 常识 无 关 ， 
而 公设 仅 能 由 理性 发 现 。 虽 然 这 种 观念 使 数学 独立 于 自 
然 科学 ， 可 是 它 并 没有 给 数学 以 如 今日 所 享有 的 选用 公 
设 的 自由 。 

虽然 阿 基 米 德 的 工作 同时 显示 了 柏拉图 和 亚 里 士 多 
德 的 观点 的 因素 ， 而 后 者 在 穷竭 法 和 欧 几 里 得 的 古典 几 
何 中 却 取得 了 胜利 。 结 果 在 中 世纪 时 期 ， 无 限 和 连续 的 
概念 是 用 辩证 的 观点 而 不 是 用 数学 的 观点 加 以 讨论 的 ; 
可 是 它们 主要 是 在 理性 的 超 验 主义 的 柏拉图 观念 的 影响 
下 , 而 不 是 在 自然 主义 描述 的 影响 下 进入 库 萨 的 尼 古 拉 、 
开 普 勒 、 伽利略 的 几何 的 ， 然 而 , 其 他 的 数学 家 们 如 罗 册 
瓦尔 , 托 里 拆 利 . 巴 罗 、 牛顿 等 人 , 在 当时 自然 科学 的 引导 
下 , 却 用 感性 认识 去 解释 数学 , 一 如 亚 里 士 多 德 所 做 过 的 
那样 ， 并 引进 运动 以 避免 无 限 和 连续 的 困难 。 哲 学 家 坎 
布 斯 和 贝克 革 的 经 验 主义 的 借 向 是 如 此 强烈 ， 以 致 他 们 
否认 数学 里 存在 没有 大 小 的 点 这 个 理想 化 的 概念 ， 因 为 
他 们 认为 在 自然 界 没有 它 的 对 应 物 。 

十 七 世纪 大 多 数 数学 家 抱 的 却 是 怀疑 态度 。 他 们 在 
假设 它们 存在 的 基础 上 应 用 了 无 限 小 和 无 限 大 ， 并 把 连 
续 看 作 恰 象 由 不 可 分 量 所 构成 ， 这 些 结果 由 它们 和 欧 几 
里 得 几何 的 一 致 性 而 实用 主义 地 得 到 优 证 。 无 论 如 何 ,他 
们 的 态度 不 是 毫 无 偏见 地 立 公设 , 下 定义 , 然后 随 之 以 届 
辑 演绎 的 态度 。 在 十 八 世纪 中 ， 关 于 微 积分 基础 的 研究 
相应 地 采用 了 寻找 一 种 直观 上 可 接受 的 而 不 是 逻辑 上 相 
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容 的 解释 的 形式 。 然 而 就 在 此 时 ， 在 欧 拉 和 拉 格 朗 日 的 
大 力 培养 下 ， 一 种 非常 成 功 的 代数 形式 主义 正在 迅速 地 
发 展 起 来 。 这 就 导致 十 九 世纪 由 非 欧 儿 何 强 丈 地 提示 的 
一 种 数学 观点 一 一 数学 是 一 种 公设 体系 ， 它 既 独立 于 感 
性 经 验 世界 ， 又 独立 于 任何 由 内 省 所 得 的 规则 。 只 要 符 
合 内 部 一 致 性 的 要 求 ， 微 积分 就 可 以 自由 地 采用 自己 的 
前 提 , 自由 地 构成 自己 的 定义 。 一 个 概念 的 存在 , 只 依赖 
于 它 所 进入 的 关系 的 无 矛盾 性 。 于 是 微 积分 的 基础 仅仅 
通过 数 和 无 限 集合 而 形式 地 被 定义 下 来 ， 任 何 求助 于 经 
验 世界 的 验证 是 既 不 可 能 也 不 必要 的 。 

可 是 这 种 形式 化 的 倾向 并 没有 被 普遍 接受 。 连 数学 
家 们 本 身 也 并 非 总 是 绪 局 这 一 运动 的 。 埃 尔 米 特 所 喜爱 
的 观点 是 把 数学 和 自然 科学 相 比 拟 ， 他 极端 厌恶 康 托 尔 
的 超越 人 类 经 验 的 著作 。 类 似 的 , 杜 布 瓦 - 雷 蒙 反对 作为 
微 积分 的 基础 的 形式 的 定义 , 而 主张 用 几何 量 来 定义 数 ， 
如 同 哥 西 暗中 做 了 的 那样 ， 从 而 把 直观 作为 指导 因素 而 
保存 下 来 。 象 布 劳 威 尔 那样 更 彻底 的 直观 主义 者 ， 企 图 
把 连续 与 离散 的 融合 直观 化 , 这 颇 有 些 象 柏拉图 的 做 法 。 
数学 家 克 罗 内 克 反 对 戴 德 金 和 康 托 尔 的 工作 ， 不 是 为 了 
他 的 形式 主义 ， 而 是 因为 他 认为 它 不 自然 。 这 些 研究 者 
“构造 "了 一 些 数 , 克 罗 内 克 认 为 这 些 数 不 可 能 存在 , 并 建 
议 把 一 切 基础 放 在 仅 含 有 整数 的 方程 上 ， 这 是 其 他 数学 
家 们 一 般 不 具有 的 见解 。 
“在 抛弃 和 微 积分 有 关 的 经 验 和 直观 方面 ， 不 少 科 学 
家 和 哲学 家 ， 和 这 些 数学 家 相 比 ,自然 地 还 更 跨 跤 一 些 。 
特别 是 那些 更 彻底 的 经 验 主义 者 和 唯心 主义 的 哲学 家 ， 
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在 牛顿 和 莱 布 尼 茨 时 期 之 后 ， 还 企图 给 微 积分 强加 上 一 
种 形式 公设 体系 之 外 的 意义 。 和 牛顿 认为 微 积分 是 量 的 生 
成 的 科学 描述 ， 而 菜 布 尼 茨 把 它 看 成 是 这 种 生成 的 形 而 
上 学 的 解释 。 十 九 世纪 的 形式 主义 从 微 积分 中 抽 去 了 这 
些 先 入 之 见 , 只 留 下 抽象 的 数学 实体 间 的 纯 符 号 关系 。 尽 
管 如 此 , 以 前 的 自然 科学 的 和 形而上学 的 痕迹 仍 有 遗留 。 


电 尔 文员 士 曾 把 数学 看 做 是 常识 的 神奇 化 : 当 他 问 及 .了 
代表 什么 而 得 到 的 答案 是 lim 爷 时 , 他 曾 惊 呼 过 ，“ 这 


是 托 德 亭 脱 所 想 说 的 ， 难 道 没有 人 知道 他 代表 速度 吗 ?? 
他 的 朋友 赫 尔 姆 霍 茨 也 有 同样 的 倾向 。 在 他 的 著名 论文 
《关于 力 的 守恒 ?中 , 他 把 面 看 成 线 的 总 和 , 正 象 两 世纪 前 
卡 瓦 列 里 在 其 《训练 ?一 书 中 所 主张 的 那样 。 此 外 他 还 主 
张 不 可 公 度 的 关系 可 以 存在 于 实际 对 象 之 中 ， 但 永远 不 
能 用 数 精确 地 表达 出 来 。 马 幸 也 强烈 地 感 党 到 数学 的 经 
验 来 源 ， 和 亚 里 士 多 德 一 样 ， 主 张 几 何 概念 是 空间 物理 
经 验 的 理想 化 的 产物 。 根据 这 个 观点 ， 他 党 得 对 虚数 
一 定 要 给 予 某 种 形式 的 几何 意义 。 关于 这 一 点 ， 他 和 
现代 的 一 些 科 学 家 一 样 ， 觉 得 V 二 工 仅仅 是 “构成 了 众 
多 的 巧妙 构思 中 的 一 种 ， 借 以 掌握 本 来 难以 处 理 的 情 
况 ?。 
赫 尔 姆 霍 茨 与 马赫 的 态度 可 以 作为 十 九 世 纪实 证 哲 
学 在 科学 中 的 影响 的 代表 。 实 证 主义 和 唯物 主义 的 思想 
在 接受 改变 了 的 数学 观点 方面 是 缓慢 的 ， 他 们 坚持 用 速 
度 和 真实 的 时 间 间 隔 来 解释 微 积分 ， 使 它 符合 于 经 验 和 
通常 代数 学 的 材料 。 孔 德 已 认识 到 数学 并 不 是 “ 量 的 科 
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学 ”但 是 他 没有 提高 到 哥 西 的 形式 化 观点 。 按 照 卡 诺 的 
经 验 的 和 实用 主义 的 态度 , 他 把 牛顿 、 莱 布 尼 茨 、 拉 格 闭 
日 的 方法 视 为 根本 相同 。 然 而 因为 微分 法 没有 给 出 无 限 
小 的 清晰 的 概念 ， 又 因 极限 法 明显 地 把 一 般 分 析 法 与 超 
越 分 析 法 的 范围 分 离 了 开 来 ， 他 觉得 拉 格 朗 日 的 方法 比 
较 可 取 。 杜 林 的 观点 表示 得 更 为 强烈 , 他 于 1872 年 在 他 
的 经 典 著作 《力学 的 一 般 理论 的 批判 史 》 里 , 掀起 了 反对 
高 斯 . 哥 西 和 其 他 一 些 数学 家 的 争辩 因为 这 些 人 和 否定 了 
几何 的 绝对 真理 , 在 数学 中 引入 了 象 吃 数 、 非 欧 几 何 、 极 
限 那样 纯 想象 的 虚构 。 马 克 思 主义 的 唯物 论 者 不 同意 给 
子 数 学 它 的 正常 发 展 所 必要 的 对 于 经 验 的 独立 性 。 这 样 
的 否定 使 导数 的 概念 和 利用 导数 对 运动 的 科学 描述 都 成 
为 不 可 能 。 按 照 这 个 观点 ， 数 学 上 的 无 穷 大 就 和 全 体 大 
于 它 的 任何 部 分 这 一 “ 同 义 反复 ?相抵 触 了 。 

如 果 说 有 些 哲 学 家 行 过 分 的 现实 主义 的 引导 下 ， 握 
弃 了 不 少 十 九 世 纪 的 数学 , 那么 唯心 主义 的 哲学 家 们 , 紧 
跟 康 德 在 微 积分 领域 里 同样 不 愿 接受 哥 西 和 魏 尔 斯 特 拉 
斯 的 赤裸 裸 的 形式 主义 。 哥 西 定义 微分 时 把 它 作为 一 个 
变量 ， 而 不 是 作为 一 个 定量 ， 而 魏 尔 斯 特 拉 斯 指出 过 连 
续 变 量 只 依赖 元 素 集合 的 静态 观念 。 然 而 唯心 主义 者 企 
图 把 微分 解释 为 具有 内 涵 的 属性 ， 类 似 亚 里 士 多 德 的 潜 
势 , 经 院 派 的 推动 , 震 布 斯 的 倾向 , 或 者 近代 科学 的 惯性 。 
他 们 不 愿意 用 康 托 尔 和 戴 德 金 的 离散 性 来 看 待 连续 统 而 
宁愿 把 它 看 成 为 不 可 分 解 的 概念 ， 其 形式 是 直观 地 可 感 
知 的 形而上学 的 实体 。 微 分 法 被 厦 成 如 连续 统 的 生成 那 
样 具有 “积极 ”意义 而 与 极限 概念 的 “消极 性 ” 相反 。 正 
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如 黑 格 尔 所 指出 的 那样, 导数 表示 的 是 量 的 “正在 成 为 ”， 
正好 和 积分 或 “已 经 成 为 ?相对 立 。 
唯物 主义 和 唯心 主义 的 哲学 家 们 都 没有 领会 到 如 目 
前 被 接受 的 数学 的 本 质 。 数 学 既 不 是 对 自然 界 的 措 述 ， 
”也 不 是 对 自然 界 的 作用 的 解释 、 它 和 物理 的 运动 或 形 而 
-上 学 的 量 的 生成 无 关 。 它 仅仅 是 可 能 关系 的 符号 远 辑 ， 
因而 女 近 似 真 理 和 绝对 真理 都 无 关 ， 而 只 与 前 提 的 真理 
有 关 。 这 就 是 说 ， 数 学 所 判定 的 是 从 给 定 的 前 提 可 以 逮 
辑 地 得 出 的 结论 。 数 学 和 哲学 或 者 数学 和 科学 的 联系 ， 
在 启发 新 间 题 或 新 观点 方面 常 起 很 大 的 作用 。 
尽管 如 此 ， 在 前 面 已 经 介绍 过 的 那些 概念 的 最 后 严 
格 表述 和 精细 加 工 中 ， 数 学 必须 不 受 这 些 概 念 所 由 产生 
的 经 验 中 的 任何 无 关 因素 的 先入 之 见 的 影响 。 限 制 自由 
选择 公设 和 定义 的 任何 企图 是 在 下 面 的 假设 之 下 作出 
的 ， 即 一 个 给 定 的 属于 所 论 关系 的 预备 观念 必须 是 有 效 
的 。 要 发 现 和 领会 物理 方面 的 真理 , 微 积分 无 疑 地 给 予 我 
们 以 最 大 的 帮助 ， 但 是 这 一 成 功 的 基础 多 半 可 以 从 下 列 
事实 中 找到 ， 概 念 的 内 涵 是 从 我 们 复杂 多 变 的 经 验 中 所 
获得 的 定性 的 预备 概念 中 逐步 分 化 出 来 的 。 希腊 哲 学 家 
试图 将 定性 和 定量 这 两 方面 加 以 区 别 和 对 比 ， 但 是 中 世 
纪 的 后 期 和 现代 的 初期 都 通过 几何 表示 法 ， 把 两 者 联系 
起 来 。 即 便 是 一 个 定量 的 解释 也 从 属于 大 小 . 长 短 . 久 暂 
等 等 的 感性 观念 。 所 以 直到 十 九 世 纪 把 微 积分 的 基础 只 
建立 在 顺序 性 的 考虑 上 时 , 它 才 得 到 了 更 大 的 独立 性 。 微 
积分 概念 的 历史 指出 ， 定 性 的 东西 必须 通过 定量 的 东西 
来 解释 ， 而 后 者 又 必须 通过 顺序 性 来 解释 。 顺 序 性 大 概 
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是 数学 中 最 根本 的 概念 。 运 动 和 离散 性 的 感觉 导致 微 积 
分 的 抽象 概念 ， 因 此 感性 经 验 可 以 继续 为 数学 家 提供 问 
题 ， 而 数学 家 又 可 以 自由 地 把 这 些 问 题 化 为 有 关 的 基本 
的 形式 多 辑 关系 。 只 有 这 样 ， 才 能 充分 领会 数学 的 双重 
作用 :数学 是 对 自然 现象 中 发 现 到 的 关系 所 作 描述 性 解 
释 的 语言 , 又 是 任意 前 提 的 三 段 论 式 的 精细 加 工 。 
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波 尔 察 诺 , 贝尔 纳 Bernhard Bolzano 
波 伊 修 Boethius 

波 希 米 亚 ”Bohemia 

波 阿 松 ”了 Poisson 

波 隆 那 Bologna 

波斯 嗓 ”Bosmans 

保 曼 Baaumanmn 

保罗 . 凡 . 挨 克 “Paul Ver Feoke 
柏拉图 Platon 或 Plato 

博 切 ”Bioher 

博 格 朗 “Beaugrand 

踊 斯 迎 罗 了 Bhaskara 
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措 伊 滕 ”Zeuthen 
策 勒 Zeler 
蔡 尔 德 ”Child 


D 


达 兰 贝尔 ,让 . 勒 . 隆 Jean le Rond D?'Alembert 

达 塔 “Datta 

达 尼 弗 莱 Denife 

于 番 都 “Diophantas 

迪 昌 “Duhem 

杜 林 “Diihring 
杜 布 瓦 - 雷 蒙 ”Du Bois-Reymond 

杜 顿 斯 “Duatens 

狄 克 了 进 “”Dickson 

狄 姆 钦 科 ”Timtohenko 

狄 奥 弗 拉 斯 图 Theophrastus 
值 卡 儿 ，, 勒 内 “Ren6 Deoartes 
第 欧 根 尼 . 拉 尔 修 Diagens Laertius 

德 恩 Dehn 

德 席 克利 特 ”Democritus 

德 . 摩 根 De Morgan 

德 沙 格 ”Desargues 

德 . 圭 里 De Guili 

戴 克 里 斯 “Diocles 

戴 德 金 ”Deqekind 


恩 里 克 斯 “Enriques 


卫 


丰 特 奈 尔 , 贝尔 纳 Bernard Fontenejlle 
冯 . 仆 朗 脱 耳 von Prant 

伏 尔 泰 ”Voltaire 

芬 克 “Fink 

法 兰 克 福 Jrankfart 

法 兰 德 斯 “到 anders 

法 莱 依 Freyer 

费 尔 马 , 皮 埃 尔 Pierre Fermat 
费 拉 里 Ferrari 

傅立叶 _ 了 ourier 

斐 利 巴 Philebas 


哥 西 ”COauchy 

甘 芝 Gandz 

甘 蒂 ”Genty 

高 斯 “Gauass 

古 蒋 ”Curtze 

古 尔 丁 , 保 尔 “Paul Guldin 

古 尔 诺 ”Gournot 

贡 特 尔 “Ganther 

格 兰 德 ”Ga6rland 

格 兰 迪 , 葛 依 多 ”Guido Grandi 
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格雷 戈 里 , 久 姆 斯 ”James Gregory 

格雷 蕊 里 (里 米 尼 的 ) ”Gregory of Rimini 

格雷 戈 里 (圣文森特 的 ) Gregory of 8t. Vincent 
格 尔 哈 特 “Gerherdt 

格 罗 西 台 斯 塔 , 罗伯特 了 Robert Grosseteste 
歌德 尔 ,亨利 ”Henry Goethals 


互 


华 尔 东 “ Walton 

华 尔 克 “Walker 

哈里 奥 特 ” 互 arriot 

哈雷 , 埃 德 痊 ”Edmund Halley 

哈 撤 韦 ”五 athaway 

霍 修 ”也 oppe 

霍 布 斯 ,托马斯 “Thomas Hobbes 

霍 格 本 ”五 ogben 

汉 克 和 尔 , 赫 尔 曼 ”Herman Hankel 

汉 辛 斯 ' 西 琪 斯 满 . 日 尔 还 Hyaointh gigismund Glerdil 
享 廷 顿 Huntington 

享 蒂 斯 贝 里 (的 威廉 ) ”到 iiam of Hentisbery 
胡 德 勤 , 约翰 ”Johann Huddle 

海 贝 格 Heiberg 

海 因 里 希 . 范 . 堆 雷 特 Heinrioh van Heuraet 
海 因 里 希 . 福 格 特 “Heinrioh Vogt 

海 涅 ,爱德华 ”Edward Heine 

海伦 (亚历山大 的 ) Heron of Alexandria 

惠 更 斯 “ 互 uygens 

惠 维 尔 , 威廉 ”William Whewel 
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吉 勃 尔 Kibre 

吉 拉 ”GHzrard 

伽利略 Galileo Galilei 
伽 森 狄 “Gassendi 


孔 德 ”Comte 
孔 多 尔 塞 ”Condqorcet 
开 斯 特 纳 A. G. 开 5stner 
开 善 勤 , 约翰 Johann 玉 epler 
卡 瓦 列 里 , 波 纳 文 图 拉 ”Bonaventura COavalieri 
卡尔 “ 习 arl 
' 卡 奈 阿 德 ”Carneades 
卡 佩 拉 “Capella 
卡 诺 “”Oarnot 
卡宾 斯 基 ”了 arpinski 
卡 登 Carqan 
卡 斯 丹 努 伏 ”Castelnauovo 
克 罗 内 克 “了 ronecker 
克 莱 菌 , 费 利克 斯 FEeliz 玉 lein 
次 特 伯 里 Canterbury 
凯 尔 文 ”Kelvin 
凯 塞 ”eyser 
柯 沙 克 ”区 ossak 
柯 京 “Oohen 
柯 朗 “Courant 
柯林斯 “Collins 


奎 多 .维特 Qaido Vetter 

康德 ”Kant 

康 曼 第 努 , 费 德 里 姜 ”Federigo Commendino 
康 托 尔 , 格 奥 尔 格 ”Georg Oantor 


工 


卢 克 莱 修 “了 aoretins 

兰 登 ,约翰 ”John Landen 

里 吉 奥 蒙 塔 纳 斯 “Regiomontanug 

利 奥 那 多 . 达 . 芬 奇 ”Leonardo da Vinei 

利 奥 那 多 (比萨 的 ) Leonardo of Pisa 

罗伯特 ( 切 斯 脱 的 ) ”Robert of Ohester 

罗 贝 瓦尔 ,吉尔 ' 佩 尔 索 纳 . 德 ”Giles Persone de Roberval 

罗 尔 Rolle 

罗斯 “Ross 

罗素 , 伯 特 兰 “ Bertrand Russell 

罗 宾 斯 ,本 杰 明 ”Benijamin Robins 

罗 依 里 埃 , 西蒙 ”Simon LEuilier 

拉克 鲁 瓦 ”Lacroix 

拉 普 拉 斯 “Laplaoe 

拉 斯 利 蒋 ”Lassuritz 

拉 姆 Ramnas 

拉 硝 达 耳 “Rashdqall 

拉 格 朗 日 , 约瑟夫 路易“ Joseph Louigs Lagrange 

洛 比 达 荆 五 ospital 

莱 布 尼 茨 , 戈 特 弗 里 德 " 威 尔 赫 姆 . 冯 Gottfriea Wilhelm von 
Leibnitz 

留 基 伯 “Leueipus 

朗 斯 基 , 蔡 论 ”Hoin6 WWronski 
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勒 贝 格 Lebesque 

勒 基 Luckey 

雷 文 霍 克 “Leeuwenhock 

雷 甫 生 , 约瑟夫 Joseph Raphson 

雷 恩 ,克里斯托弗 尔 ”OChristopher Wren 
黎 曼 “了 iemann 


队 


马 文 Marvin 

马里 Marie 

马 恩 克 “Mahnke 

马 替 , 凰 斯 特 Ernst Mach 

马 西 留 斯 (英汉 的 ) ”Marsilius of Inghen 
米 约 “Mihaud 

米 勒 ”Miller 

迈 耶 “Mayer 

麦克 劳 林 , 柯 林 ”Colin Maelaurin 
莫 尔 “More 

英 洛 里 克 斯 “Maurolyous 

梅 尔 茨 ”Merz 

梅 尔 塞纳 Mersenne 

梅 杰 , 约翰 ”John Major 

梅 菜 , 查理 ”Charles Mtray 

曼 西 仁 “Mansion 

蒙 蒂 克 拉 ”Montuola 


和 
和 牛顿, 伊 萨 克 “Jssac Newton 


尼 古 拉 ( 库 萨 的 ) ”Nicolaus COusanus 或 Nicoholas of Ousa 
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尼 禾 ”Neave 

尼 科 米 蒂 斯 Nicormedes 

尼 科 玛 克 斯 “Nicomacehus 

尼 尔 , 威 廉 ”“ William Neil 

尼 葛 拉 里 斯 , 约 当 ”Jordanus Nemorariug 
尼 葛 克 “NeikirK 

纽 文 蒂 , 贝尔 纳 Bernard Nieuwentijdt 
纳 皮 尔 “Napier 

诸 伊 格 鲍 尔 “Neaugebauer 


欧 几 里 得 Eaclid 
欧 多 修 斯 “Jatocius 
欧 拉 , 莱 昂 纳 德 ”Leonhard Euler 


卫 


帕 多 亚 ”Padua 

帕 西 奥 利 , 卢 卡 “Luca Pacioli 
帕 拉 塞 尔 萨 斯 Paraceelsus 

帕 维 亚 ”Pavia 

帕斯卡 , 布 菜 斯 “Blaise Pasoal 
帕斯卡 , 葡 蒂 纳 了 tienne Pasoal 
帕 普 斯 (亚历山大 的 ) Pappus of Alexandria 
朋 诺 尼 Bononiae 

佩 特 隆 尼 维 奇 “Petronieviog 

派 斯 特 Paster 

培根 , 罗 吉 尔 “Roger Bacon 
彭 贝 利 ”Bombelli 

茧 加 勤 ”Poincar6 
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婆罗 摩 策 多 ”Brahmaguta 

普 卢 塔 克 “Ploutarchos 或 Plutareh 

普 林 格 斯 海 姆 ”Pringsheim 

普罗 克拉 斯 . 迪 亚 道 卡 斯 ”Proclus Diadochus 
皮 克 曼 “Beekman 

皮 阿 茵 ”Pierpont 


乔 伊 特 Jowe 放 

齐 默 尔 曼 Zimmermann 

让 .查理 . 德 拉 .法 时“ Jean-Oharles della Faille 
发 林 , 钴 姆 斯 James Jurin 


司 各 脱 , 邓 斯 “Duns 8Scotoas 

史密斯 “Smith 

史 莫 汶 ”8Stevin 

孙 格 太 ”Sengpta 

色 诺 芬 尼 “和 enophanes 

色 诺 克拉 蒂 “和 Xenoorates 

苏 托 Suater 

苏 里 科 Suarico 

, 苏 依 塞 思 , 理 查 德 ”Riohard Suiseth 

施 托 尔 茨 Stolz 

施 奈 尔 , 维尔 布 劳 德 ”Willebrord Snell 
施 蒂 费 尔 , 迈克 尔 “Micbael Stifel 
斯 特 拉 脱 ( 朗 普 萨 克 的 ) ”Strato of Lampsaeus 
斯 大 姆 Stamm 

斯 尼 亚 台 基 Sniadecki 
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斯 卢 斯 后 ase 

斯 特 洛 依 克 ”Stro 证 

斯 洛 曼 Soman 

柔 戴 克 “Thorndike 

萨克斯 Saka 

萨 栋 。 Sarton 

和 舒 尔 茨 ”Soholtz 

舒 伯 特 Sohaubert 

塞 尔 瓦 ”Servois 

索 托 ,多 米 尼 克 “Dominio 8oto 


了 


托 德 享 特 Todhunter 

托 里 拆 利 , 伊 凡 吉 里 斯 塔 ”Evangelista Torricelli 
托 勤 密 ”Ptiolemy 

托 普 利 茨 ”Toepjlitz 
托马斯 ,阿尔 瓦 勤 斯 Alvarus Thomas 
陶 里 南西 亚 ”Taurinensia 

素 阿 素 德 ”Theaetetas 

泰勒 , 布鲁克 “Brook Taylor 

泰勒 斯 Thales 

泰 塔 格 里 亚 , 尼 科 罗 Nicolo Tartaglia 
特 普 利 茨 ”Toeplitz 

塔 纳 利 , 保 尔 “Paul Tannery 

塔 凯 , 安 德 烈 Andreas Taquet 

腾 溪 格 , 杜 皮 亚 斯 Tobias Dantg 证 


双 
韦 弗 ”Weaver 


。8363 。 


韦 耳 “Weyl 

韦 森 布尔 恩 Weissenborn 

威尼斯 “Venioe 

维 凡 蒂 Vivan 世 

维 纳 托 留 斯 “Venatoriaus 

维 埃 特 , 弗 朗 索 瓦 Erancois Viate 

维 威 尔 , 威廉 ”Winiam 到 hewel 

维 莱 脱 纳 “Weileitner 

魏 尔 斯 特 拉 斯 , 卡尔 “arl Weierstrass 
魏 斯 曼 ” 双 aismann 

瓦 雷 利 欧 , 卢 卡 “Luoa Valerio 
瓦 里 尼 例 , 皮 埃 尔 Pierre Varignon 
沃 尔 夫 , 克里斯蒂 安 ”Ohristian Wol 任 
沃 利 斯 “ 鸡 allia 

吴 轧 Voss 


西蒙 ”Simon 

令 拉 十 8Syraeus 

希 尔 “ 且 订 

希 思 ”eath 

希 尔 伯 特 ”五 ilbert 

希 比 亚 斯 “了 ippias 

希 帕 恰 斯 “Hipparohos 或 Hipparehus 
希 斯 巴 纳 斯 ,皮特 勤 斯 “Petrus Hispanms 
辛 Singh 

辛 普 生 , 托马斯 “Thomas Simpson 
辛 普 里 乒 ”入 mplioiug 

夏 佩 拉 , 德 . 拉 ”Je la Dhapella 
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夏 脱 兰 “Ohatelain 
夏 斯 莱 斯 “Ohasles 
薛 定 雇 ”Sohrodinger 


伊 文思 了 vang 

伊 德尔 FEael 

伊西 多 尔 ( 塞 维尔 的 ) ”Isiodore of Seville 
伊 壁 鸠 鲁 ”了 pikouros 

亚 里 士 多 德 ”Aristotle 

依 西 思 ”Jsis 

耶 格 尔 Jaeger 

依 多 克 索 ”Buadoxus 


朱 尔 顿 Jourdain 
芝 诺 ”Zeno 或 Zenon 
往 姆 斯 ( 费 利 的 ) James of Ferji 
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